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本 嘎 的 主要 内 容 是 介 亲 著者 有 天 特 微 数 篇 0 的 代数 封闭 体 上 的 中 
单 李 代数 的 名 典 理论 ， 特 别 是 表现 理论 。 关 读本 嘎 所 需 的 预备 知识 篇 
贸 狂 代数 《包括 固有 值 ， 双 线性 形式 ， 欧 氏 空 阐 以 及 向 量 空间 的 张 量 
积 》 和 一 些 抽象 代数 的 方法 。 一 般 襄 来 ， 一 个 聘 明 而 且 用 功 的 大 学 部 
学 生 要 逐 解 前 四 章 的 内 容 是 不 很 座 的 ， 不 过 若 想 哈 懂 合 三 章 则 须 有 较 
好 的 程度 。 

除了 在 物理 以 及 数学 的 许多 部 门 上 的 用 途 之 人 外， 个 让 李 代数 本 身 
就 具有 吸引 力 因 篇 它 有 某 种 程度 和 完整 的 基本 千 果 。 自 从 十 年 前 Ja- 
cobson 的 释 典 之 作出 版 以 来 ， 此 理论 已 改良 许多 ， 即使 是 古典 部 分 
也 有 很 多 改 渴 的 地 方 。 我 亿 力 地 将 他 们 编 在 此 叫 右 痊 使 过 些 内 容 较 易 
篇 非 专 家 们 所 接受 。 汰 於 专家 来 襄 ， 以 下 痰 点 是 要 特别 注意 的 : 

(1) 在 讨论 秆 单 李 代 数 的 情形 下 ， 人 篇 了 要 以 现 面 子 代数 取代 较 古 
典 的 Cartan 子 代数 我 特别 强调 糠 性 鸭 换 的 Jordan-Chevalley 分 解 。 

(2) Cartan 子 代 数 的 共 瑟 定理 的 玉 明 是 探 用 基础 的 李 代数 方法 
(根据 D.J. Winter 和 G.D. Mostow H0 miami 
何 。 

O 同 构 定理 先是 用 基 仅 的 方法 证 明 (定理 14.2), KEXI 
由 Serre 定理 (18. 3) HERMIE, Sere 定理 提供 一 个 用 生成 元 及 天 
傈 来 呈现 李 代 数 的 想法 。 

(4) t£—DHAh, ERR EUR SERRUEA, B, C, DARRE 

C5) 根系 〈 第 三 章 ) 以 及 一 些 权 论 是 以 公理 化 的 方法 不 理 的 。 

(1) 
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(6) 在 23 EM 24 HARME Weyl 的 特征 标 公式 。 整 个 过 程 
Eps Harish-Chandra 的 特 微 标 理论 而 与 Freudenthal 的 重复 数 公 
s (22.3) 是 不 相关 的 。 演 是 取 自 D.N. Verma 博士 论文 以 及 I NN. 
Bernstein, I. M. Gel'fand, S.L. Gel'fand 的 最 近 成 果 。 

(7) 在 第 七 章 我 根据 R. Steinberg Wawas rin Chevalley 2236 
的 基本 造 法 。 

我 省 略 一 些 借 准 的 题材 《其 中 大 部 分 我 TTD 
例如 ， 公 对 同调 ，Levi 和 Malcev, Ado 和 Iwasawa 定理 ， 非 
代数 封闭 体 上 的 分 类 ， 质 特征 数 的 李 代数 ， 肖 些 题 材 可 在 参考 文献 的 
一 些 书 及 文章 里 ， 特 别 是 Jacobson [1), [2]，Winter (1), Seligman 


[1] 找 得 到 。 我 希望 芒 考 能 狠 续 探 计 这些 题材 。 
J.E. Humphrey 
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EE- SEE 表 代 表 任 意 〈 可 交换 ) B. 
l. Z £ 9 el 


L1 李 代 数 的 观念 


李 代 数 是 在 入 性 炙 换 的 向 量 空间 中 赋 上 一 个 新 的 运算 : 
(x, yl—2y—3z 《其 中 右 端 的 运算 是 通常 的 运算 ) 之 后 的 自然 产物 ， 
新 运算 在 一 般 的 情形 下 ， 朗 没有 可 交换 任 也 没有 车 合 性 。 我 们 可 以 抽 
象 地 用 奖 个 公理 描述 演 个 杀 入 。 | 
TA: LIEF 上 的 向 量 空间 ， 而 LxLoLELiag—tH 
BE, Rub (a, yry] ERRET RI HRR. BRE 
个 括 张 运算 满足 下 列 公理 : f 
(L1) $858 S SERRE, 
《ZL2)[LXX] 二 0 对 所 有 XEL。 
CL3LZLY2IIT LIC2TII+L2 ry I= 0 (z, y, z€ L) 
Bg Li F 上 的 李 代 数 。 f 
公理 (L3) WR Jacobi ESR., EE, HD 和 D 应 用 
到 [ZX 十 y; XY 十 2] 上面 去 会 得 到 反 交 换 性 ; (L2D(ryl— —tyc) (E 
之 ， 若 char F 2 ， 则 显然 可 由 (ZL2') 导出 (L2), ) 
(1 J l 
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如 果 F 上 的 雨 个 李 代 数 L L'ERE- ARENA: 一 

工具 有 如 下 的 性 质 : SHERT, y e LW E 
GCLYI)= [GTNGCY) 

WELA LI 是 同 构 〔 乡 称 需 李 代数 工 与 LI 之 问 的 一 个 同 构 ) 。 同 
理 ， 我 们 也 可 以 很 容易 地 介 焰 〈 李 ) 子 代数 过 个 枫 念 : 设 玉 是 工 的 一 
个 子 空间 。 如 果 对 任意 zx, y EK, S (zyJC K, HHKELIO— 
个 子 代数 ; 当然 ， 天 在 括 允 运算 下 自 成 一 个 李 代 数 。 注 意 ， 任 意 非 雳 
元 素 z 后 工 定义 一 个 一 维 子 代数 FI, HEAK (L2) 是 自明 的 。 

在 此 书 中 我 们 间 乎 只 考虑 有 限 厅 的 向 量 空间 的 李 代 数 。 除 非 另 有 
例外 的 化 述 我 们 粮 是 做 着 样 的 假设 。 然 而 我 们 优 拷 指出 在 研究 表现 理 
论 时 (五 至 七 章 ) 某 些 F 上 的 无 限 雁 向 量 及 结合 代数 扮演 一 个 极 重要 
的 角色 。 在 看 一 些 具体 的 例子 之 前 我 们 也 提醒 著者 一 下 ， 邹 使 只 假定 
工 角 交换 环 上 的 一 个 模 ， 李 代数 的 公理 泽 是 有 意义 的 ， 不 过 在 此 我 们 
HSIHRSE BUR. 


1.2. REFERE 


EV F 上 的 有 限 厅 向 量 空间 ， 以 EndV RRV 上 的 一 切 糠 性 
GBRV 一 下 所 租 成 的 集合 。 EndV 可 看 成 是 F 上 的 一 个 w^ WFE 
空间 (4 二 dimV)， 同 时 EndV 对 从 通常 的 乘法 (映射 的 合成 ) 形 
成 一 个 环 。 定 闵 一 个 新 运算 [zy] 二 Xxy 一 yt， 称 篇 和》 WEM 
在 此 运算 下 EnaV RA F 上 的 李 代数 : 公理 (Z1) X (L2) 立刻 
可 检验 出 ， 然 而 (L3) 需要 一 个 简单 的 计算 〈 希 译 车 者 自 姓 之 ) . B 
了 要 区 分 泛 个 新 的 代数 千 构 和 老 的 结合 千 构 ， 我 们 刀具 有 新 千 构 的 李 
代数 End(V) B g1(V) 站 且 称 坑 一 般 烷 性 李 代数 (ARANIR 
SE GLO) 有 很 密切 的 天保 ，GZ(7) RV E—ST8T3 ES FUMER RR 
的 集合 ) 。 当 信和 坊 无 限 灯 时 我 们 还 是 探 用 记号 g1CV) 而 不 另 作 设 明 。 
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李 代数 EIC 的 任意 子 代 数 都 称 坑 线性 李 代数 。 Sa Ban SY 
障 比 贸 性 变换 更 适 意 的 话 则 可 固定 六 的 一 组 基底 ， 藉 以 认同 gEV 
F 上 的 一 切 nx n 垂 障 所 成 的 集合 记 需 gi F). 到 样 的 做 法 是 
RED, 而 且 对 於 明 确 的 计算 是 很 方便 的 。 篇 参考 之 故 ， 我 们 写 下 
gl(n, E) 的 标准 基底 矩阵 eij, 1-2, j<, (在 G, D MERL 
其 他 篇 0 ) RER, WE Cjl je, 所 以 
(*) Leijs ë= 046; — dpi 
注意 上 式 的 傈 数 垮 土 1 或 0? 特别 的 是 各 些 傈 数 都 落 在 有 F DEIN. 

我 们 现在 就 洪林 个 例子 看 看 ， 过 些 例子 将 是 此 书 中 整个 理论 的 中 
心 。 他 们 分 成 四 大 徐 A, Bo Co DU<D 而 杯 称 需 古 典 代数 〈 因 篇 
他 们 与 古典 入 性 李 雁 相对 应 》。 | 

Ar 设 dimV— I+ 1, 以 sIQV) 或 sIG(I+1,F) arv 
REV BSBUB BEES 0 Oqa ME RERA. mne, ERER 
它 的 对 角 贸 上 所 有 成 分 的 和 ; CRV 的 基底 的 选取 和 无关， 因此 上 面 的 
说 法 是 没有 和 间 题 的 。〉 因 篇 Tr(zy)=Tr(yz)K Tr(z+ y)=Tr(z) 
十 Tr(y) 所 以 SIRIU) 的 子 代数 ， 称 念 特 殊 线 性 代数 因 般 它 
REIRE SZ(Y )， 即 从 了 了 映 至 了 的 一 急行 列 式 坊 1 Bt 
ARAR: AARE. SUME SICV) ERRA? 一 方面 sICV) $$ 
8 人 L(V ) 的 鞭子 代数 因此 其 礁 数 最 多 是 〈! 十 1)* 一 1。 他 方面 ， 我 们 能 写 
出 GHD- 1 个 恩 篇 0 而 且 是 入 性 独立 的 短 阵 : 取 一 切 的 65 7) 
以 及 一 邹 的 hitast ALD, WREE 1 十 (1 十 1)? 一 
(7 十 1)。 我 们 将 把 过 一 租 基底 看 成 是 s7(1 十 1,F) 的 标准 基底 。 

Ci gk dimV 二 21， 其 基底 篇 (vs e SV). HERE 

zu M 
—1 0 


EV Eg: — [B2B CSHEBTEON £F. CEV E-I rE EY 


4 李 代 数 嵌 表现 理论 之 尊 引 

SRR fCv,w)== 一 fCw,v) RUBER 的 条 数 是 偶数 。) 以 sp 

(V) 或 sp(21,F) 表示 所 有 线性 映射 +:V 一 而且 满足 条 件 
JCal), w)=— fw, z(w)), v, w, EV 

IURE, WDIEDGCBMREMUEG RADR SAU) EREA TF 

EHAN SLUERRR, HU 


:- ^ nn p, aegicl F)) RARR HE 
P q 


是 sz=—z!s (t ci) , Bp m= n, p= pi m=—q ( 
TEMRE Tr(z)= 0, ) 现在 可 很 容易 地 算出 spC21, 了 ) 的 一 
HEE, BWA ei 一 ert mA, 38148, ME ez 一 
epos lie je D, RE P— LIB. SORS n REDER e, Q <i 
<l) 以 及 enteni, 308 LELIO- UR, REB 
P nj ERR, 23k IPI8t0 dimsy (21, 了 ) 一 2P 十 I 

By; 设 dimV—21+ 183508, Yt f RV. LIRAT RE 
Kotta 


1 0 O 
0 0 L 
0 L 0 
正 交代 数 oV) 或 oQULLF) RiBCBIDEREMERRAT z; V OVE 
满足 条件 | | 
| FGiQ), w) — f0, z(u), v, we V 

(与 C。 ARHAR) KAR ERE PER s ELT 

a b, b, 

€; P q 
RRt sz=—=ts 与 以 下 的 条件 组 等 价 : 


S 一 
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& —0,c,——b,, c; b, q ——m!,n'—-—n, p! 
=— b. 

《正如 C, WER, iEREBIT Tr(z)= 0) EREK, TER / 个 对 
HE e;— si 2<<I--1), WE 27 个 只 率 涉 到 第 一 列 与 第 
一 行 的 矩阵 : Corus Geo 和 Corn eris XD. 3 n M 
Bitoria bjth (1<i<j<D, MEAK D D linoj jtv 
(1<;j<i<1), EELKO BB 27-1 QE: 十 也 是 Ci WE 
数 ) 。 | 

D, 我 们 将 在 此 造 另 一 个 正 交 代数 。 除了 dimV —21 是 偶数 而 

H. s 有 较 简 单 的 形式 外 
0 I 
(o) 
整个 造 法 完全 和 B， 一 榜 。 TREE DOHDZGEXUKX RISUS dim 
of21, F)=2 (ERR 8) , 

在 过 一 小 节 趴 我 们 再 提出 ”gin,F) — BS ARBERCTIBSUNC ES SS 
束 。 过 邢 个 子 代数 将 需 我 们 扮演 着 很 重要 的 配角 。 4 i F) f 
一 切 上 三 角 矩 阵 (25). a= 0 如果 i > j 所 租 成 的 集合 。 今 n(n,F2 
需 严 格 上 三 角 和 矩阵 (4;—0 1d]Ricj). ma dln, F) RAA 
有 的 对 角 短 阵 租 成 的 集合 。 显 然 可 验 妖 出 过 当中 的 任何 一 个 在 括 弧 到 
算 下 是 封 阴 的 。 同 时 也 该 注 意 到 

tn, F)=d(n, F)+nCn, F) 
(向 量 空间 的 直 和 ) ， 以 及 
(d(n, F), n(n, =n, F), - 
因此 
Un, F), 1G, F))— (n, F), 


6 ”本 代 数 与 表现 理论 之 壮 引 
AGBS. | CEH, K f$ LiT NC CH, Kj 卖 示 亏 中 一 切 的 换 位 
元 素 (zy), 26H Ry EK， 生 成 的 子 空间 。) 


13. HERE 


—JE B a b SIEHE PRICE DA 4R EI ARR BRE POBRE 
成 的 。 震 此， 我 先 定义 了 代数 。 所 谓 的 代数 TUARA) E 
指 F 上 的 一 个 向 量 空间 .% RU — BES ESE TE 

AL XA FY 

(a, b)-—2ab 
(如 果 .Y 是 李 代数 ， 我 们 就 用 括 弧 来 表示 运算 )。 其 次 定义 潮 子 。 所 
8H. 0038 3-38 — AR ME REL IA 

6 1.0 ——. s 
满足 人 条件 

ó(ab)—aó(b)--ó(a)b, 
易 於 验证 .xY 的 所 有 尊 子 组 成 的 集合 Ders $& End.x WTAE R 
者 其 薪 属 明 雨 个 导 子 的 的 换 位 元 素 [5, 5/] REST (然而 通常 的 乘 
RTP- EE, 2E) 。 所 以 Ders $$ gA) 的 子 代 数 。 

因 乱 在 上 面 所 伏 述 的 定义 下 ， 李 代数 就 是 一 个 F 代数 ， 所 以 
Der L 是 有 定 闵 的 。 某 些 关子 的 产生 是 很 自然 的 。 壁 如 襄 ， 合 七 上 
RU 

y—(zy2 
角 工 的 一 个 自 同 能 ， 我 们 记 之 希 adr, IRL, adrcDerL, BE 
因 角 我 们 能 够 将 Jacobi 恒等式 (利用 (L2')) 重新 写成 : 
(z(yzJ)=((zyJz)+[(y[Üz2J), 
88 RI SEPSE, JOCISTESISAMEG-, KARTI adr 
= 0 而 zx< 0: 例如 在 任何 一 个 一 礁 李 代数 穴 就 长生 了 着 种 情形 。 映 
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射 L—Dev L 
r—3adx 

ALES LÉGIERIES 它 在 以 下 扮演 一 个 具有 决定 性 的 角色 。 

有 了 时 我 们 把 c EAR L 的 元 素 也 同时 看 成 是 了 的 子 代数 无 的 元 
X. BGE, RUR adir 或 cdxz 将 用 来 表示 z 是 作用 
ELRK E, Eun, SrfSSH Sp, M adis. )— 0， 然 而 
adoss (Z) AES, 


1.4. 抽象 李 代 数 


我 们 已 看 到 狠 性 李 代 数 的 一 些 自然 例子 。 实 际 上 ， 众 所 届 知 ， 每 
一 个 《有 限 灯 ) 李 代 数 都 与 某 一 粮 性 李 代数 同 构 (Ado，Iwasawa 的 
定理 ) 。 我 们 将 不 在 此 体 明 此 一 事实 (2# Jacobson [1] 第 四 章 或 
Bourbaki [1]) ; 然而 在 理论 的 前 期 中 ， 汪 精 果 在 任何 有 趣 的 场合 襄 
ERER. 

有 时 我 们 也 希 世 抽象 地 考虑 李 代 数 。 辟 如， 假定 工 需 R 上 的 有 限 
KARR, SEHT IEL, RATER 
| [z,y)= 0, 

则 工 成 角 一 个 李 代数 。 温 样 的 李 代数 有 自明 的 本 乘法 是 称 希 Abel 或 
可 换 李 代数 《 因 般 在 穆 性 的 情形 下 [x, y)= 0 正好 指明 Zz 和 与》 交换 )。 
发 也 垮 任 意 的 李 代数 而 z, zw 角 工 的 基底 ， 显 然 荆 的 整个 乘法 
表 可 由 式 子 

[xj z;)= » djj X, 

中 的 糙 构 常数 ou^ 所 决定 。 利 用 (L2, (LY) 可 得 知 那些 bi 六 i 之 
7 ， 甚 至 能 够 从 其 他 的 半 出 。 有 了 过 个 广 解 ， 如 想 只 藉 一 组 特定 的 精 
构 常 数 而 言 目 地 定义 一 个 李 代 数 是 可 能 的 。 自 然 汞 不 是 任何 一 组 厚重 


8 ”” 李 代数 与 表现 理论 之 遵 引 


{4i*} 都 可 以 做 得 到 ， 但 只 要 稍微 想 一 下 就 知道 只 须 再 加 上 十 个 条 件 
就 可 以 了 ， 


at= 0; 
D (aij an" tajta" tataj") 0, 


此 两 条 件 是 由 (L2 和 (L3) 导出 的 。 在 实用 上 ， 我 们 将 没有 机 会 
用 温和 古人 优 的 方法 来 造 李 代 数 。 不 过 如 果 把 它 当做 抽象 观点 的 一 个 应 
用 ， 我 们 的 雁 能 够 决定 礁 数 三 2 的 所 有 非 同 构 李 代数 。 在 1 准时 只 有 
-MARHE MERES 
[z, x)= 0 (L2). 
4E2 MS, BLOER S z, y》。 显 然 上 的 所 有 乘积 都 是 (zy) jit 
量 伴 。 如 果 过 些 都 是 0 划 工 需 交 所 的， 不 然 ， 我 们 可 以 以 [zy] 所 生 
成 的 一 条 空间 中 的 一 个 非 需 向 量 代 蔡 z， 然 化 再 取 与 新 的 不 相关 的 
向 量 代替 。 则 [Czy] 二 2xCa 夺 0)， 以 aty REY RIBI (zy3= 
z。 因 此， 根据 抽象 的 看 法 至 多 只 存在 一 个 非 交换 的 读者 舌 当 验 
s (zy)= z 砍 实 定义 一 个 李 代 数 ) 。 
Zz E 

1， 命 工 需 实 向 量 空间 R, ER rzy)= z x y (WJE 009882) 
UR z, y L, RE AFRE BAHH RO 的 标准 基底 的 
HERR 

2. REUTHERURI EH (LI), (L2) 潮 出 的 等 式 定义 一 
个 李 代数 粘 碘 在 一 个 三 礁 向 量 空间 上 其 基底 需 〈z, y, 2): 

[Z3] 一 z,[Z3] 一 了 ,72 一 0 

3. gz-(0 0) ^-(0 MITES 0 )8 SQ, P) 

HAREE, RHA adz, adh 以 及 ady H32SOAEESES Sp 
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4， 试 求 一 粮 性 李 代 数 其 与 (1. 4) 中 所 造 的 非 交 换 二 条 李 代数 同 
构 。 【提示 : 请 看 看 正则 卖 现 。] 

6. dk telin E) Æ F 中 有 % 个 相 暴 的 固有 值 ay …… e 
Bum adr 的 固有 值 恰好 是 n° AME 0 一 07C1i, j<), BREA 
A e dH SER. | 

7. Wk s(n,F) Ë gia, F) "BARRE (LIBER 
ED 的 集合 。 如 果 char F= 0 HERE uETINRES Aagi F) 
=s(n, F)-+sl(Ga,F) 〈 向 量 空间 的 直 和 ) ， 而 且 Cs, F), gi, F) 
—0, 

8. mug D, HERR 2P- l, 

9. 当 char F— 0 时 试 证 每 一 个 古典 代数 工 二 4 Bo C, 或 D, 
都 有 [LZ 二 = 工 。〔( 过 又 广 明 了 每 一 个 代数 是 由 一 些 味 般 0 BUABEE 
租 成 。) 

10. X 7 是 一 小 的 数值 时 ， 有 一 些 古 典 代数 是 互 角 同 构 的 。 就 性 
A,B,C, ZEE, m D. 篇 1 EZRE AE B, 和 与 C, 是 同 
E, D, 与 A, ÆRE. D. 如 何 呢 ? 

1l. REF 一 代数 的 两 个 亲子 的 换 位 元 素 还 是 一 个 导 子 ， 而 一 
般 的 乘积 就 不 一 定 是 。 

2。 半 於 每 一 个 古典 线性 李 代 数 LOCI, din (1. 2) Bras 
的 ， 献 王 不 花 了 的 基底 是 如 何 滤 ， 工 的 矩阵 的 转 置 都 落 在 工 中 。【 狸 
A, 来 说 是 显然 。 对 於 C, 只 须 注 意 一 s =s, AMAI B 和 Do s 


=s, ] 
2. # 3 9 E) 8 


2.1. 38 A 
设 1 是 李 代数 工 的 一 个 子 空间 。 如 果 X EL,y EI， 划 [xy]E 


10 EB GEHE GR Z 51 
I (BÉ Czy)=—(yz), Wb: (yz)e I, ) NBI 
是 上 的 一 个 理想 。 理 想 在 李 代数 理论 中 扮演 的 角色 相当 从 正规 子 春 在 
愉 论 中 以 及 双 侧 理想 在 环 论 中 扮演 的 角色 ; 他 们 是 由 同 角 (2.2) 的 
核 所 引起 的 。 

EURO 〈 只 包含 零 向 量 的 子 空间 ) 和 L 角 L 的 理想 。 一 个 较 不 
自明 的 例子 是 中 心 ZCL)= (zC L|(zz)= 0 对 一 切 的 zeK}。 利 用 
Jacobi 便 等 式 可 以 立刻 荐 明 Z) 需 一 理想 。 另 一 个 重要 的 例子 是 
LASER ER, EA 〔ZZ]， 它 与 一 个 好 的 换 位 子 子 大 类似。 它 是 由 换 
位 元 素 (zy) 的 所 有 和 粮 性 组 合 组 成 的 ， 显 然 是 一 个 理想 。 

党 然 ， 工 怖 可 换代 数 当 且 仅 当 [LL]= 0 。 另 一 极端 的 情形 是 
[LLI= 工 。 例 如 党 L—sl(n F)(1.2) 由 工 的 乘法 表 (如果 char F 
= 2, > 2) MÆ (LL)= L, 同 理 ， 对 其 他 的 古典 穆 性 李 代数 
也 是 一 样 (ZE L9), 

#1, J 需 李 代数 工 的 两 个 理想 , BJ T + J = (ct ylzeL ye] 
也 是 一 个 理想 。 HE, (IPD=(YX(mziyjglzie1,ye j 也 是 一 个 理 
Hs CEB Dry: ER. ) 半 代 数 CLL) 只 是 过 箱 造 法 的 一 个 特 
例 。 

藉 对 李 代数 的 理想 的 研究 来 分 析 李 代数 的 结 构 是 很 自然 的 。 若 工 
除了 其 本 身 及 0 以 外 没有 其 他 的 理想 而 且 [ZZ]s 0 时， 我 们 称 工 篇 
单 李 代数 。 人 条 件 [LLI 0 (BDLARSEZSÉÁARU) WREST AR 
礁 的 情形 ， 因 般 一 雁 李 代数 显然 是 没有 不 自明 的 理想 。 当 工 镶 单 代数 
Bl, RI Z(Z)= 0 而 且 (I=L 是 显而易见 的 。 

Wr 4 L-—sIQ,F), char F5 2 取 工 的 标准 基底 R A. 
2): 
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蕉 是 乘法 玫 就 完全 由 以 下 等 式 所 决定 : 
(zyJ= h,[(hz)=2,z[hy)=—2y, 
(注意 ，z， ?7 , h adh 对 应 於 固 有 值 2, 一 2. 0 的 固有 向 量 。 因 
f$ char F2e 2， 所 以 各 些 固有 值 都 是 相 县 。) AUR I = 0 8 LAE 
想 ， 今 QT 十 by 十 ch f$ IBfE—3EZEZGSR. BA adr 两 次 ， 我 们 得 
—2bzcI, XWH ady WK, #PHS—2aye I, Wt, EaR b 
AEF, BUT SS ys z (char X2), Wi I= L, (Jm, Eo 
=b=0, RlOxche I, Pil he I, I6 I —L. MARP 
L 88 Fe IN EK, f 
—HR EVER PSS (Tü E4L7NEE— ME) 也许 可以“ 除 以 ”一 个 非 
需 半 理想 而 得 一 个 较 低 和 的 李 代数 。 商 代数 L CORLEA) 的 
造 法 与 商 环 的 造 法 在 形式 上 是 一 样 的 ; 看 成 是 向 量 空间 时 L/I 是 商 
空间 ， 其 李 乘 法 是 定义 和 坑 
[z+I,y+I)=[zyl)+ I, 
过 种 定义 是 很 清晰 的 ， 因 租车 + 十 IT 二 + 十 1T,y 十 7 一 yY 十 T， 则 
有 2 三 工 十 8 UEI, y =y y +o WEI, 此 [z'y'3=[z, y) 
十 (Cw 十 [XD 十 [wv])。 因 篇 在 括 弧 (《 ) 内 的 各 项 都 沙 在 A, 
所 以 [Xx’y 人 十 了 = 二 [Xy1 二 了。 
篇 了 以 合 的 用 泛 我 们 顺便 提 一 些 相 央 的 讽 念 ， 渤 些 观 念 和 从 论 的 
枫 念 是 一 样 。 工 的 子 代数 《或 只 是 子 空间 〉 丰 的 正规 化 子 定 闵 篇 ` 
NCK)= (z€ L|(z=KJCK). 
利用 Jacobi EEA, RAA NLCK) 篇 二 的 子 代 数 ; S KT ING 
虽 我 们 也 可 襄 N (K) 是 工 中 包含 下 且 以 下 篇 其 理想 者 之 最 大 子 代 
B. EK-NQUR) 则 称 久 篇 自 正规 化 ; 在 以 后 将 会 出 现 一 些 有 此 性 
里 的 重要 例子 。 ”一 个 子 集合 天 的 中 心 化 子 定义 需 
C,(X)= (xe L|GcX 3-0]. 
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再 一 次 利用 Jacobi 人 恒等式 而 知 CX) fS LiT NS. Sr CLC) 
=Z(L) 


2.2 HEARR 


同 郁 的 定义 的 来 由 诠 是 很 自然 的 。 一 糠 性 构 换 
p: L—ÀÓL (LLI BF 上 的 李 代数 ) 

如 果 对 从 一 切 的 z, y € L 有 ó (zyJ)=[(6(z)6(y)388, RUE 9 f$ 
AE. WE Keró— 0, MARDARE, ME Ino =L, PRAPA 
Ë Gud. 1) ) WREREKNCESADAN, SBI. RM 
先 做 一 个 有 趣 的 观察 ， 那 就 是 Keró B LWES: 事实 上 ， 如 果 
$)— 0 而 且 y EL REH, B|ó(zyJ=(ó6Cz)é(y)3= 0, Ing 
也 显然 是 I 的 子 代数 。 正 如 其 他 的 代数 理 花 ， 同 态 与 理想 之 午 存 在 
一 个 自然 的 一 一 对 应 : Soki Ker ó 裔 一 理想 ， 对 理想 了 来 说 ， 
则 相应 有 一 个 自然 同 妨 由 荆 映 至 Z/7 把 工 映 至 工 寸 工 。 以 下 的 标准 同 
访 定 理 其 症 明 很 容易 ， 留 栓 茂 者 党 做 避 题 : 

命题 (a) 如 果 $: LL 需 李 代数 的 同 驴 ， RU L/Kerged,ó 
如 果 篇 包 合 肉 Keró 中 的 任何 理想 ， 则 存在 唯一 同 态 2:L/ISL 
使 得 以 下 的 图 示 交 换 〈 z 一 自然 同 驴 ) : 


$ 


L ———— e I; 
é 
LH 


(b) AR I fJ f$ LBgsRdEm H IC J RUE JA R L/I 的 理想 而 
HB CZ/7)/(J/1) 和 上 /J 之 间 存 在 一 个 自然 的 同 构 。 
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(O in 13nJ S LIAR, ME UHI A MINJ SHE 
在 一 个 自然 同 构 。 
所 谓 李 代数 L 的 一 个 表现 也 就 是 一 个 同 扑 ó: L 一 gi1(V) CV 
BF 上 的 向 量 空间 )。 踊 则 我 们 要 求 上 篇 有 限 杂 但 如 容许 VV 篇 任意 
MERE HB: eI) 在 任何 情 落下 是 有 意义 的 。 无 论 如 何 ， H 
前 必须 记 住 的 唯一 重要 例子 是 在 (1. 3) 中 所 介 帮 的 正则 表现 ad: L — 
ZIL) "Ef 038 S ada 其 中 
adz(y)-UryJ 
(ad 的 像 集 是 落 在 DerLCgl(L) 不 过 我 们 草 时 不 考 丰 过 一 点 。 Hi 
Jk, ad 是 一 纺 性 炙 换 。 篇 了 妖 明 它 保持 括 强 之 故 ， 我 们 做 如 下 的 计 
算 : 
[4d z, ad y (2)--ad xad y(«) —ad yadx(a) 
-adz(Lyz3)—ad y(Cz23) 
—(xzCyz-0ycz1 
—(xC yz) Hry J= Gr y3230530(L3) 
—ad(z y 2). 
ad 的 核 篇 何 ? 它 是 由 那些 xEZL 满 足 adx== 0 即 [zy]=0 ( 
MERY EL) HER., PMA Ker ad=Z(L) 过 已 有 一 个 很 有 趣 的 
KURS RURLISECGEQCEG HE Z= 0, HMA ad: LoglCD) $$— 
KE. RERE- MEERE AREER, 


23. HË 同 # 

HELPAR REN LE GUERRE. AutL 表示 由 一 
WIRE IHRER SE, š L PS3k EZE IV EYER -HERET Ju 
果 g ELCV) RV egurg Bam ua gLg t= L, REA 


rz—grg!| 
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就 是 工 的 一 个 自 同 构 。 例 如 ， 设 L=giV) ER siU), RESZ 
个 人 条 件 白 动 满足 ， 所 以 依 过 样 的 方法 我 们 得 到 很 多 的 自 同 构 (B8 
E11) 

现在 考虑 特别 的 情形 :char 了 = 0 假定 z€ L 需 一 元 素 其 adr 
RES, MEERE M k> 0 使 得 (adx)— REC HERRER 
换 的 一 般 指 数 般 数 在 F LERERN, HRERS RRA: 

expadz= 1 +adzr-+-(adz)°/214(adz)>2/314 7. 
+(adz)t1/(&—1)1, 

我 们 主张 erp(adz)ecAwtL, 更 一 般 的 ， 如 果 把 adz 换 成 工 的 
任意 一 个 槛 需 半 子 0 则 其 结果 也 逮 是 芙 。 需 此 之 故 ， 可 利用 熟悉 的 
Leibniz +H EI]: 


了 (zy)= à QD) Dy). 
然后 做 如 下 的 计算 : G ók= 0) 
amono (S (6) RD) 


= J! 
=E S CE A r) 
LUE PY) — CLeibniz) 
n=0 n! 


= -Zen ô” Co) (84—0) 


¿aba . 
EREH erpi RTENE FE his BHL ERUECOSS GR 
常 的 方法 ) 就 可 以 了 。 
1 + 7 +7 上 1 ELp6= 1 +n, 
即 需 所 求 的 逆 元 素 。 
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发 adr RE, HUE erp(adz) 的 自 同 构 称 篇 内 自 同 柳 ; 
更 一 般 的 ， 在 AutL 中 把 由 这些 元 素 生 成 的 子 众 记 角 IntL MERE 
它 的 元 素 称 篇 内 自 同 构 。 它 是 一 个 正规 化 子 愉 : E ó SAuiL, <€ L 
Rl 9 Cadr) 一 009(Z) 因此 6zzxzp(adz)% 1—ezp(adCa2), 
WU, 4L-SIQQE) 而 (zx, y,h) RLRE. ER 
ce cezpadxexpad(— y)-expadx I 
《所 以 o &IntL) 。 计 算 o 在 基底 上 的 作用 是 很 容易 〈 必 题 10) : 
s(2@2)=— Y, o(y)=— z, (h)=— h 
特别 BUR 2. RES exbr,erp(—y) ER SLO, F) 的 元 素 而 
且 他 们 在 L 上 的 共 埋 作用 保持 LEE MARE s =(erpr) exp 
—JXexpr) 引出 工 的 一 个 自 同 构 子 z —szs 1, 稍微 计算 一 下 可 


E 
s=( ° 0) 
TE s Æ L 0 3k8BfE HERE EB o 的 作用 一 样 。 
我 们 刚才 所 观察 到 的 现象 小 不 是 意外 事件 的 : LCS) BIE 
意 的 粮 性 李 代数 Cchar F=0) ME ce LREFRRTIEE 
c) (erp z)y(ezb z) -—erpadz(y)8I—U)fy y EL R 
立 。 B 
BEBE FESEERUPTA TE RESI ad c— 4, +0- 其 中 Au ps 到 示 在 更 End 
和 中 以 z 左 乘 及 右 乘 而 得 的 映射 〈 吉 两 者 当然 是 交换 但 不 是 老 零 ) 。 
於是 利用 通常 的 指数 律 可 得 
expbadz-exzp(4,- ps)—=exp2, kaum 
MEREST 〈*)。 


= = 
1， 训 证 所 有 的 内 遵 子 adz, xc LEW DerL 的 一 个 理想 
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2. mug silnu, F) 正好 是 gi(m, F) WARE CAES 
1.9), 

3. BUS gin, F) 的 中 心 篇 sn, F) WEER , 

BARE sIn F) 的 中 心 篇 0. 如 果 cherF BRmzEn, PS sn 了) 
AR char F REN, 

4. EAE CERE TOF ERUS—IIKEREGUEREUS— KE 
而 且 落 在 Z(L) 内 。 

5， 假 定 dimL= 3, L-C(L,L), AGE L wes. 【首先 观 
察 工 的 任意 同 熊 像 也 等 於 它 的 半 代 数 。] 利用 此 和 缚 论 再 广 明 s1C2, F), 
char F 2 HEIE. | 

6. BERT charF— 3 之 外 ，s1(3, 了) RERS GAA 
标准 基底 hh.eg(2x;) 如 果 Iz 0 B-EM, H 了 篇 adh 或 
adh: 的 固有 空间 的 直 和 ; Rig: adh, adh, 在 e;; 上 的 作用 。] 

7. RARE Cn, F) 及 dln, F) R gin, F) 的 自 正 规 化 子 代 
数 ， 而 na F) 的 正规 化 子 tC, F) 

8. AEE char F— 0 的 情形 下 ， (1.2) 中 的 每 一 个 古典 粮 性 
李 代数 于 的 狩 角 乍 孟 的 集合 都 自 正 规 化 子 代 数 。 

”9， 武 着 命题 ' 
10. Rof SIC, F) 的 自 同 构 其 定义 正如 (2. 3) rel o, ARE 
oT)=— .09)=— 2,o(h)—— h 
ll. gL-—sl(mF)gcGL(nF) BihALoLGB 
ZX 一 > 一 gxig ! (Xi 一 的 转 置 ) 

f$ AutL 的 一 个 元 素 。 当 4 = 2，g =A ERRAR A 
篇 内 自 同 构 。 

12. RLREZERK (B, 或 D, M). gf, BUE 
RAME g'sg 二 8s ， 试 证 xX 一 8gX8 ! EL 上 定义 一 个 自 同 构 。 
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3.1. sup fg 


称 由 李 代 数 工 的 理想 研究 李 代数 是 很 自然 的 做 法 。 在 过 一 凶 我 们 
将 展示 遵 代数 的 形成 。 首先 定义 上 的 一 序列 理想 ( 关 来 链 ) LO-— 
L,LO-(LL), LY=CLVLDY), ...... LO-L(LGOLGS) 。 如 果 存 
在 某 一 正 整 数 # 使 得 LOO 0 WLAT ERA Abel RTR, 
.然而 单 代数 一 定 是 非 可 解 。 

有 一 个 相当 一 般 的 例子 那 就 是 在 (1. 27 中 所 介 狠 的 代数 On, F), 
它 是 由 上 三 角 乍 阵 组 成 的 。 女 jp, F) 有 一 粗 明显 的 基底 是 由 垂 阵 e;;, 
i < jp; ERMER 

1 十 2 十 …"… 十 4 二 N(R 十 1)/2 。 
f$: B] 工 =t(n, F) 篇 可 解 之 故我 们 利用 (1, 2) 的 换 位 子 公式 明确 
地 计算 它 的 导 来 链 特别 我 们 有 Ceu. e11] 二 e111 < LEREN nO F) 
CUL 其 中 na F) 需 由 上 三 角 需 堆 算 阵 组 成 的 子 代数 。 因 入 
t(n, F)= d(n, F)4-n(n, F) 

IRAR dm F) $ Abel Suis n(n,F) fSLGECSO COR 
HERE 1. 5) 。 其 次 我 们 考虑 nOn, 了)， 我 们 有 一 所 谓 es i “RE” 
的 观念 郎 ;一 i 。 在 换 位 子 的 公式 中 ， 设 <j, k<1 在 不 漏 掉 任 
何 乘积 下 我 们 也 不 妨 假 设 RI. BÚ [eij, eue (如果 ;¿=k) 
或 0 其 他 人 情形) 。 特 别 每 一 个 e; FSPSTBXAEBEWSPA S TIN KCN BB 
EREMI en 的 高 度 。 Riim LO 是 由 那些 高 度 之 2 的 的 元 
3R é; 所 生成 ，Z 是 由 那些 高 度 L2 的 元 素 生 成 的 。 最 后， 题 
ARE 2077 4—1 WI LO-—0, 

其 次 我 们 收集 一 些 关於 可 解 性 的 结果 。 


18 “fD BBS P iR] 


命题 设 工 角 李 代 数 。 

(a) 若 工 需 可 解 ， 则 工 的 一 切 子 代数 及 其 同 驴 像 都 是 可 解 的 。 

(b) 若 了 需 民 的 可 解 理想 LI 又 篇 可 解 ， 则 工本 身 亦 篇 可 解 。 

(Q EI.JA£ LAGU, WI -- J 亦 往 可 解 理想 。 

EI (a) 由 定义 ， 若 及 篇 工 的 子 代数 ， 则 KOCLO, HM, 
Z6:LMfE, MERETE (LM 人 2. 

(b) 发 (L/D®=0, H$ (a) 应 用 到 x: LOL/I 去 ， 我 们 得 
x(L")= 0 或 LC I =kerr, Hied 10 — 0， 则 由 显然 的 事实 
(Lü)>G)= Lü+j MppEQ Lem 0 (将 (a) HEREA LOC 
I 的 情形 上 )。 

(c) 标准 同 能 定理 中 的 一 个 结果 《命题 2. 2(e)) 3898 T Q+ J>/7 
=<7/(CZn 7)。 看 成 是 I 的 同 驴 像 ， 我 们 知道 右 端 者 需 可 解 ， 所 以 
(I 十 站 /了 RTE. RER O) 应 用 到 了 十 了 ,上 而 得 知 1-7 Ë 
可 解 。 | 
“做 篇 第 一 个 应 用 我 们 考虑 以 下 的 情形 ， 设 工 般 任 意 李 代数 而 5S 篇 
极 大 可 解 理想 《 即 不 包 合 於 任 条 更 大 的 可 解 理想 ) 。 如 果 I 篇 工 的 任 
何 另 一 个 可 解 理想 ， 则 上 述 命 题 (c) XE I--S — S CH S 的 极 
大 性 ) ， 或 TC S。 过 就 征明 唯一 极 大 可 解 理想 的 存在 性 ， 称 之 需 志 
的 根基 而 如 需 Red L 如 果 工 郑 0 而 且 Red 工 = 0, HE 工 就 称 需 
牛 单 。 璧 如 ， 单 代数 就 是 牛 单 : 工 除了 本 身 及 0 外 没有 其 他 的 理想 ， 
TELBIT, HEXtHDURLRRPARWIAR, BUL-^RadL, RUL/RadL 
REH HBAR (b). WIXE4e SERE (char F=0) WHERE 
大 部 分 的 篇 幅 。 (不 过 同时 也 会 需要 一 些 可 解 子 代数 ) 。 


3.2. E Fit 
可 解 的 定义 是 模仿 恒 座 的 相 朵 观念 ， 肖 恋 回 凑 到 Abel 和 Galois 
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的 工作 。 相 对 的 ， 索 零 洗 的 观念 是 最 近 的 而 且 是 模 优 李 代数 中 的 相应 
a 4E3& L&S— ETUR 38 hA, (58889 T hi ED dnLo— L, 
-UL, L( L9, P-ULD, Li=(LLi1), 如 果 存 在 某 一 正 
EE" Da0. MIRAEE WI, DEIRANATT. E 
Ah, LOCL Y-Y i Rr, BODUOEEISGNOSUDEE. BRI ESE 
Rt. BEÉBEL-U(nF).Q.1) qug) LO -LD-—nanF) 
WEL-ULU-L. MASAE i L1,L-LD,.d487H, CRAS 
看 出 M=n(n,F) BEZ: M: 是 由 那些 高 度 需 2 的 eg 所 生成 的 ， 
1M: 是 由 那些 高 度 需 了 3 , 所 生成 的 ，……, Mi 是 由 那些 高 度 倚 ; 十 1 
所 生成 的 。 
命题 ALBER 
GO 若 工 需 老 零 ， 则 工 的 所 有 子 代数 及 同 驴 像 亦 需 震 零 。 
(b) E L/L) RER, BI LZMEVE, 
. (Oo ELSE, M Z(LD2 0。 

证 明 (a) 模仿 命题 3. 1(2). WEN. 

(b) 3€ L"CZCL) BJ L"" -CLD')CULZ(D) J= 0 
CO 下 中 心 链 的 最 后 一 非 雳 项 落 在 Z) 中 。 

工 坑 雳 零 的 条 件 也 可 以 重新 鲸 迹 如 下 ; 存在 某 一 正 整数 4 (R 
LEID 使 得 对 一 切 z, y € L 有 adz,--adz,()— 0, n 
jz S L, Gadz)"= 0, SHE LEER z CL, iR dr 
ACE B FII A ad PP. HAERE NEURRI 
fix LEVIEEHILGS—8)75385$ ad- RAE. -MAARIBA DUE 
喜 那 就 是 送 命 是 居然 也 成 立 。 

定理 《Engel) E 工 的 一 切 元 素 都 是 ed-UE, BÜLTSGOE. 

我 们 将 在 下 一 小 凶 媳 明 此 定理 。 利 用 Engel 定理 我 们 能 不 用 计算 
降 中 心迹 而 很 容易 证 明 n(n, F) 人 需 老 雳 。 我 们 只 须 应 用 以 下 的 简单 
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引 理 。 

BIE 设 x Eg1(V) -MESANE Nadr ERF. 

EA 如 (2.3) SD z Pa II EndV 中 十 个 相关 的 自 同 
态 ， 左 平移 与 右 平 移 1-(?), p(y ) 一 ?7。 由 於 x REFN ALRK 
WRES. ME 4. R o。 显 然 是 交换 的 。 在 任何 环 中  GEXBDEJR 
的 是 End(End(V)) WEBUECEZUGRUU TEUER E? ) 
所 以 ad,—A.—p. $9338. 

iX: 在 gian F) 中 很 容易 找到 一 个 乍 障 是 44d- 老 需 而 本 身 
ATERS. CASBEEBHS-—DD . RARE, XOENRMEZEIUNES 
两 个 相对 型 ; dn, F) 及 n (n, F), 


3.3. Engel 定理 的 证 明 


Engel 定理 可 由 以 下 的 糙 果 得 到 ， 过 千 果 其 本 身 是 很 有 意思 的 。 
我 们 如 得 单 狗 的 需 零 入 性 变换 至 少 有 一个 固有 向 景 相应 它 那 唯一 的 固 
有 值 0 。 泛 正 是 以 下 定理 在 dim L= 1 的 情形 。 

定理 ZLA IV) 的 子 代数 ，V 角 有 限 礁 。 URL DGUR 
自 同 态 所 和 组 成 而 且 站 关 0 ， 则 存在 非 雳 7 EV 使 得 L:v 二 0。 

ES: MREZAMA, E dim L — 0 (或 dim L= 1) KE 
理 是 是 然 的。 假定 开关 工 需 工 的 任意 子 代数 。 根 据 引 理 3. 2, K (Ed 
ad) 可 看 成 是 作用 在 向 量 空间 二 上 因而 也 能 看 成 是 向 量 空间 L/K 的 
` Pemeran =E uk. KB dim K—dim L 往生 法 的 假设 保证 存 
EAE r+K+KEL/K 使 得 adK. z T K= K, BERE S 
-Hy SK,[yz)€C K, NubxeK, UUNGEKCN,UO (KEL ` 
中 的 正规 化 子 ， 参 照 (2. 1)) 。 

现在 取 天 坑 二 的 最 大 贯 子 代数 。 前 面 的 诗 花 使 得 NACK) 二 工序 
KE LEE, NUR dim L/K> 1， 则 L/K 的 1 灯 子 代数 F 


第 一 章 ”基本 概念 21 
在 ) 的 像 原 篇 工 的 鞭子 代数 而 昌 它 包含 KK 但 流 不 等 其 扩 ， 汗 是 不 可 能 
By 所 以 dimL/K— 1, WI L= K+FEz, z EL—kK。 

ARME, W—(vcV|Kv—0) REF. HEKE—3B, WE 
LYFATRETE: z< L, ye K, u CW SS yx w-ry.w— 
[z,y)w-0, RzcL—Kint, RUECEBIRRz (现在 作用 在 到 
上 ) 有 一 固有 向 量 ， 即 存在 非 需 v EWER z u= 0。 最 后 Lv 二 0 
而 且 定 理 得 长。 

Engel 定理 的 尺 明 。 我 们 已 知 李 代数 工 的 一 切 元 素 是 cd- 震 零 ; 
所 以 代数 adLC gl(L) 满足 定理 3.1 WER. (我 们 能 够 假设 工 雪 
0) kim: LPEE T A 0 使 得 [Lz]= 0 郎 Z(L)s 0, 34 L/ZCL) 
显然 是 由 ad 震 需 元 素 租 成 而 且 其 礁 数 是 小 於 L nose HUBER 
法 ， 我 们 得 知 L/Z(L) FECE. MA 3.2(0) ERLER 

定理 3.3 有 一 相 党 有 用 的 推 花 〈 事 实 上 是 等 价 的 看 法 )， 它 规 明 
nG, F) 是 多 床 的 典型 。 首 先 先 葵 一 个 定义 。 如 果 克 篇 有 限 礁 向 量 空 
间 (就 说 dimV-n) 六 中 的 旗 是 指 一 串 子 空间 

0 —V,cV,c--cV,-V, 
dimV;— i, Rik xz c End V, RFR x (EREIR EJERGERU EE 
HAU i ,xV;CV;, 

R 在 定理 的 假设 下 ， 了 中 存在 一 族 V) 其 在 工 的 作用 下 保持 
TET EST Yi, zV;CVias 

#8 kp- ERKE o EVRE Lo, Here Ripe 
ADER E Vi=Fo, 4 WIV/V., MERKRA A LEW EP 
引 的 作用 沈 是 军团 。 由 话 炳 法 的 假 识 ， 知 达 有 一 旗 在 工 的 作用 下 保持 
不 变 ， 因 而 它 的 像 原 也 满足 定理 的 主张 故 得 广 。 

篇 结 束 此 季 ， 我 们 滩 出 定理 3. 3 的 一 个 典型 的 应 用 ， 在 以 后 我 们 
将 用 到 它 。 
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引 理 RLRES, KALKER AUR Ko ONU KANZ) 
*0 CREIZCL) 0; EE 3.2(c)) 。 

RA 轻 由 正则 表现 ， 志 能 作用 於 肥 上 ， 故 由 定理 3. 34ER 
rcKfüadL.z— 0 BD (LzJ= 0 所 以 z€ K 1 Z(L) 。 

E HH 

l. 惟 工 需 也 的 理想 。 则 7 的 遵 来 链 或 降 中 心 链 的 每 一 项 也 都 是 
工 的 理想 。 

2. BER LSU BEN HE IRE HT INK 

L—LQJOL,2L,2-ee L,— 

使 得 Lo. R L; 的 理想 而 且 每 一 商 代数 Li/Lin f$ Abel 

3. 4 char F— 2, RE SIQ,F) BEJ., 

4. RE L SE E RER) WHER adL Ful SK AK am) 

5. BE (1.4) PARAE Abel 2 RRR TEMERE. A 
ERMEE 1.2 中 的 代数 也 是 如 此 。 

6. MARREL BUR EDCOEXE IS URGERE. BIDALCH— [8 
HEKERE, MRERRE SUUOGETUS 5 中 每 一 个 代数 的 
ERRE 

7T. S L Sata, KE LAN TVB. WE NOSEK. 

8. GR LEMECE. RGELCOS—RREDEBRAMEN. 

9. RAR- [E EINICL—MEST OB (1.35) AT: 
Xp LBSXC—BRMERS 1 的 理想 KAE), WL=K+Fr, Hj CLK) 
+0 (RE? ) , BRERA n ER CLCK)CL*, C, CE) c Ln, 
ÉHES z ECrCK) 一 L*+t1。 则 将 下 映 至 0 而 将 z 映 至 z TRER 
射 5 篇 一 外 六 子 。 

10. 设 工 角 一 李 代 数 ， 太 篇 工 的 理想 使 得 L/K 仍 徊 需 而 且 使 得 对 
一 切 XEL,adz|gk fj. MM L ARA 


— ”个 单 李 代数 


在 第 一 章 中 我 们 考虑 伤 认 任 意 体 F 上 的 李 代 数 。 除 了 介 胡 一 
RAP AULA, BPDUERSL-RUUMES (me CD. 
事实 上 ， 在 本 书 中 其 他 所 要 发 展 的 理论 都 须要 一 个 假 识 那 就 是 charF 
= 0。 (在 一 些 导 题 中 将 指出 在 质 特 俭 的 情 落下 反例 是 如 何 产 生 ) 而 
上 且 ， 需 了 名 於 任何 zx (RNEER adz BRR) adt 都 有 可 用 的 固有 
值 除非 特别 提 到 其 他 的 情形 否则 我 们 将 假定 F 入 代 数 封 玉 的 。 dnd 
BER F 上 的 条件 限制 生 微 放 辣 一 些 而 做 类 似 的 讨论 是 有 可 能 的 《 
参考 Jacobson [1]，107 页 ) ， 不 过 在 滞 儒 我 们 将 不 那 克 做 。 


4. Lie 定理 与 Cartan 定理 


4.1. Lie 定理 


Ñ ar asas iS AKA Enger IE BCEUR AU 3CECJESEIS H 2852 Ë Fl 
臣 租 成 的 李 代数 来 说 一 定 存在 一 个 共同 的 固有 向 量 (定理 3.3). F 
一 个 定理 在 性质 上 是 一 样 的 ， 不 过 坑 了 使 得 F 包含 所 需要 的 固有 值 
之 故我 们 要 求 F 是 封闭 的 。 精 果 也 必须 要 求 char F = 0 (HA 
3). 

定理 BLE SV) 的 可 解 子 代数 ， V EARME WH V 
0， 则 关於 过 中 一 切 自 同 态 ， 了 中 有 一 共同 的 固有 向 量 。 

TA HERSE, dk dimL — 0 的 情形 下 定理 是 自明 的 。 
我 们 想 模仿 定理 3.3 BERE) 〈 藏 者 应 当 复 多 一 下 ) 。 我 们 想法 是 (1) 

[ 23) 
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IR--HHERAENCS 1 的 理想 BD dimL/K= 1,(2) TUBRERSIEREBIK 
的 共同 固有 向 量 存在 ，(3) 访 明 在 工 的 作用 下 由 逢 样 的 固有 量 租 成 的 
空间 保持 不 变 ， 以 及 (4) 若 工 二 十 Fz， 则 试 在 上 泡 的 空间 中 找 出 
z 的 一 个 固有 向 量 。 

-PRERA AA 工 是 可 解 而 且 dim LO 0 MALG 
[LLL]。LILLLJ 是 交换 的 ， 所 以 任何 子 空间 都 自动 成 需 理 想 。 取 一 子 
HRABI, BUXAEOKRS—RUS CEA OLLI) 而 且 dimL/K 
一 1。 

第 二 步骤 ， 利 用 数学 锋 法 找 出 K 的 共同 固有 向 量 vV, (KÆ 
然 是 可 解 ; 如 果 K 二 0， 旭 工 角 1 礁 交换 代数 而 且 志 的 基底 向 量 的 固 
有 向 量 就 是 我 们 所 要 的 帮 得 以 。) SESS zeK,z.u=2(z)o, 4 
一 玉 一 下 需 某 一 个 生 性 画 数 。 固 定 此 2 而 以 玉 表 示 子 空间 

{weV |x:w-—a(r)w, S—U] ze K), 
RIW O, 

#= Jb ERE E DIE Lüofe RU FW dS, SERREUISE—PEREI 
Bim, RETENUS: GRL— K--Fz, 32 EI F 的 代数 封 并 
HETRE z 在 WW 中 的 固有 向 量 vo CHER z 的 某 一 个 固有 值 ) 。 RU 
v. 显然 是 工 的 共同 国有 向 量 〈 而 且 2 可 以 扩张 成 需 卫 上 的 纤 性 画 数 使 
得 r.o =Z), LEL), 

现在 只 须 奸 明 在 工 的 作用 下 W RETREAT. 2 u SW, z 
eL, BTS z. Ronjdb4EW BAR AUDI y 所 天 而 且 检验 
yz. W—ry.w—(xy). w-a(y)r-w—A0ry)w, 因此 我们 必须 恬 明 
2[zy]= 0 。 坑 此 之 故 ， 固 定 wEW, x L, An Bit NESBESB 
WT. W, .. ZX".w BHH AW PS W, £. Ww, e Ti. 20 所 
生成 的 子 空间 CEW;= 0)， 所 以 dim W,= n,W,=W,+,G20) 而 
H zin W, F W, 。 我 们 容易 验证 每 一 》 c KNREHS— BW, 不 
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8, BRE W, 的 基底 w, x.w, erw, RERI EK YER 
LZAERKNARRIB 10). SEWIYLBUH LEUR BOR BAS AES: 
(*) yas. w= y). w(modW D, 

EUER] RRLUBBERSIERES] ok, Æi = 0 的 情 落 下 上 式 是 显然 的 。 恕 
yzi t= yzzi-h0— (zy)zi a, PARERE, Jr. w=2(9) 
zin. www cW; s DW z 把 Wi RE W, (根据 W: uh 
BO, CO 因此 对 一 切 i 成立 。 

Je K SUB BERPH HERO SE UIS W, E, Try, Cy) nA). 
过 对 於 XK 中 具有 特别 形式 Go, y) Cx dn b, y € K) 的 元 素 是 成 立 的 。 
[BE c, y 两 者 缘 使 肌 , 保 持 不 释 ， 所 以 〔z, y) 在 W, 上 的 作用 有 如 
W, 的 两 个 自 同 驴 的 换 位 子 ; 它 的 串 因 而 篇 0。 我 们 得 nr, 7]) 一 
0, I charF— 0， 所 以 Kr, y5— 0， 正 如 所 求 。 

X 1 (Lie Z), ALB IV) 的 一 个 可 解 子 代数 dimV = 
4 <co。 则 工 使 也 中 的 某 一 旗 保 持 短 定 〈 换 句 话 襄 ， 关 於 了 的 某 一 沽 
ZEK, LIES LIÍAN.. ú 

E ”利用 定理 及 数学 明黄 法 。 

更 一 般 的 ， 令 工 往 任意 可 解 李 代数 ，5$: LOgI() 篇 的 有 限 
EKBL KRE 3. 1(a), $CL) 坑 可 解 ， 因 而 使 某 一 族 保 持 稳定 《 
系 1 ) 。 譬 如， 如果 少 需 正则 表现 ， 划 在 工 的 作用 下 保持 稳定 的 族 正 
好 是 工 的 一 串 理 想 ， 其 中 每 一 个 理想 在 下 一 个 中 的 除 灯 都 是 1 i828 
明了 以 下 的 系 理 。 | 

m2 ALAEUBS. NEEL øW, 0-LCL Ce 
CL,= L, EB dimL;—i, 

采 3， 今 工 需 可 解 。 如 果 zc[(LLJ), H| ad,z Riko 特别 ， 
L BER. 

证 明 。 如 系 2 找 出 一 中 理想 。 关 於 也 的 基底 (o cu) 其 中 
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《zu enm) 生成 L, adL WEEE ta, F) 中 。 所 以 Cadt, 
adL)—ad,LLL) KE n(n, F) p, B fO F) 的 亲 代 数 。 所 以 圣 一 
H EU, LJ, ad, RET 当然 ade ryz REA, k Engel 定 
ROLL) BEEN. 


4.2. Jordan-Chevalley 分 解 


只 在 过 一 小 节 中 ， char F "IDÉES. RTENE- MIRAE 
粽 性 轰 换 是 很 有 用 的 工具 我 们 蓝 时 撒 开 本 题 。 苦 者 应 记得 在 代数 封闭 
体 上 的 单独 自 同 态 的 Joran SAX m DU REREBERRVRL 
a 1 0 
a 1 


0 . ` a J 
RES diag(a, ...... , a) ire A E 


0 1 0 
A | 


` `. ` l 
l M | 
HARR, ArT AARET RUSA ERRER ERKA. 
我 们 能 够 将 此 分 解 做 得 更 确切 些 ， 做 法 如 下 。 

AniRzcEndV (VERRE) 在 了 上 的 最 低 多 项 式 有 相册 的 根 。 
旧称 工 角 在 单 。 也 可 以 说 (F 震 代 数 封闭 的 )，x 需 牛 单 当 且 仅 当 工 坑 
可 多 角 化 。 我 们 应 注意 到 两 个 交换 的 牛 单 自 同 态 是 可 以 同时 对 角 化 ; 
所 以 他 们 的 和 或 差 渤 是 牛 单 〈 避 题 2 . NE zS PEL EX SERV 
的 子 空间 本 映 至 其 本 身上 时 ， 则 工 限制 在 克 上 也 显然 是 中 单 。 
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命题 。 AVR 上 的 有 限 共 向 量 空间 ， reEndV, Bl 

(a) 存在 唯一 Lo z, EndV 满足 人 条件: 

z =zx,-+- z, 
z, REH, c, REF, z, 和 =, 可 交换 。 

(Cb) 存在 两 个 无 常 数 项 的 多 项 式 DT) aT) 使 得 zs 二 加 7 
Za 二 和 (2Z)。 特 别 ， 如 果 任 何 自 同 态 会 和 >Z 交换 时 必 也 会 跟 z, 及 z, 
交换 。 

(o AUR ACBCV TEB), WB z 将 BREA, W z, 及 

108 BW A, 

分 解 rc—ix-cr., RAL 的 《加 法 ) Jordan-Chevalley 分 解 ， 或 
RER Jordan 分 解 To Zn (分 别 ) 称 篇 的 牛 单 部 和 震 零 部 。 

EA + asa, ORO. ……, mu) Br HERRES 
值 ， 所 以 固有 多 项 式 是 CT 一 2"i。 如 果 V;—kes(x—a;1y, BJ 
了 需 子 空间 V... Ve 的 直 和 ， 而 且 每 一 个 Ti; 在 之 的 作用 下 保持 
TEE, dE V; 上 ，Z 显 然 有 固有 多 项 式 〈Z 一 4)”。 现 在 麻 用 中 国 余 
式 定理 《对 於 天 FI ME) 可 以 找到 一 个 多 项 式 满足 互 蔽 模 的 联 立 
FHRA: 


p(T)=a;(mod(T—a;)"i) 
pT)= 0 (mod T), 

QEX, RUROTPcSUIDE E, RURHE—RIFIMRSRUEAMARU, ANT 
TU) E qCT= T — (T). WR b(T)8 0 (modT) 
所 以 p(T) 和 aT) 的 常数 项 都 是 0 。 

Ë z,=p(T),z,=4GD, BAMBPUEI«S AUR, BIA z, 和 
=, 互 需 交换 ， AREAREN z 2280 B 0288, 他 们 也 称 定 

V 中 一 切 被 种 定 的 子 空间 ， 特 别 是 V, 。 同 险 式 PCT) a Qnod (T 

—4)") PEE TSI—U] izal 在 V; 上 的 作用 篇 零 ， 因 此 z, 在 
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V; 上 的 作用 是 对 角 的 而 且 只 有 一 个 固有 值 Go KER T,= z 一， 
c, 的 塞 堆 性 就 显得 更 清楚 。 因 篇 (T). aT) 没有 常数 项 ， 因 此 Cc) 
BERIE. 

现在 只 剩 下 (2) 中 的 唯一 性 须要 性 明 。 融 工 = s 十 4 是 这 种 分 解 
的 另 一 个 表现 形式 ， 则 我 们 有 T s 一 包 一 Zr。 因 O) 之 故 ， 我 们 
所 看 到 的 自 同 态 都 是 可 交换 。 可 交换 的 个 单 〈 或 震 零 ) 自 同 态 的 和 渤 
EPH (REF) 自 同 态 ， 然 而 只 有 0 才 可 能 旗 是 个 单 又 是 老 需 。 所 
IA S = zx;, z = z, o f 

角 了 说 明 Jordan 分 解 需 什 么 是 有 用 的 工具 我 们 看 一 些 特例 。 考 
BERE g1(V》 的 正则 表现 ， 其 中 篇 有 限 礁 。 如 果 Z Eg1(V) 篇 
AE, N edr 也 是 震 需 (3 引 理 3. 2)。 同 理 ， 如 果 工 是 牛 单 ， 则 adz 
也 是 站 单 。 我 们 体 明 此 点 如 下 。 取 V 的 一 租 基底 (V1,……, zw) 使 得 
HERRE diag(z, ay). A (048 EIV) 关於 (ob ns 
v.) 的 标准 基底 (1. 2) : eij(24)=6;svi。 沟 由 简明 的 计算 (参考 (1. 2) 
RHC) 可 得 adz(e;)—(a;—a;)e;. MA ade hrg) Pra 
取 的 基底 有 对 角 答 障 表现 。 

FEL 今 rEEndV CdimV <00), 工 二 X, 十 Xn 篇 其 Jordan 
分 解 。 则 adz—adz,tadz, 篇 adx (在 End (EndV) 中 ) 的 
Jordan 分 解 。 

EB ”我们 已 看 到 adr, 和 adr, 分 别 篇 牛 单 和 和 震 需 RB 
[adzs, adz,)—ad(z, z,)- 0 所 以 他 们 是 可 交换 。 於 是 应 用 命题 的 
(a) 部 分 就 可 以 了 。 

另外 一 个 有 用 的 事实 如 下 。 

引 理 2。 OY ESHIBAE 了 -代数 HU Dexs 包含 它 的 一 切 元 
X (在 Ends H) 的 咎 单 部 及 军需 部 。 

BUB. Ano cDerx, Ao, v Endis ANR CH PRURE 
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PRA. MEREEN o CDer IET. Sa SF, i N= 
{zE .or 对 某 一 4( 只 和 工 有 关 )，(5 一 4. D 0), MARN, 6 
Wf, hafo GRO) 的 固有 信 ， 而 且 v 作用 A, LRA a 
作 和 存量 乘法 。 我 们 能 够 厌 一 个 一 般 公 式 : 
e) Q- Gb). D'Gy)- $ ($ 0-a D" iz) 

` (=b. Diy), 
对 一 切 Xx, XE 
(此 公式 可 用 数学 卫生 法 各 明 ) BHV CY. Rha, be 
F, BERE reo, ye, BRle(zy)—-(etbzy, Ri TIE 
Ao (可 能 是 0) ; MSIE, oC(z)y-z(ay)=(a+h)zy, Aic 
A= L an o S—i T, KER. 


4.3. Cartan :&RyJ 


我 们 现在 已 可 以 求 得 李 代数 工 的 可 解 性 的 一 个 有 力 的 判断 准则 ， 
此 准则 是 基 於 的 菜 些 自 同 熊 的 吓 。 显 然 如 果 CLL) fSRERRU Lys] 
A GEER 41.3 HARA) 。 然 而 由 Engel 定理 知 (LL) REF 
当 (REX) 每 一 个 adupr, TELL, BEES, 所 以 我 们 先 从 
[FR RET REA UE ORUM E RIBERA. 

BIB. 4 A, B Ë g1(V) 的 雨 个 子 空间 ， dimV «oo, i M= 
{ZEgl1(V)1[z, BJE 4) 。 假定 z eM de Tr(zy) = 0 对 一 切 
y SM, Biz, 

EB, &z= sj n(s==,n=z=,) Ë zB Jordan 分 解 。 固 定 
V 的 一 租 基底 使 得 s AERES diag(z, an) AER FIBI 
有 值 a, gm 生成 的 向 量子 空间 (做 於 Q 上 ) 。 我 们 必须 诈 明 s 
— 0 或 者 = 0, HES ET LERE (KEW), MURES 
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对 偶 空 间 E* 80 就 可 以 ， 序 广 明 任意 粽 性 画 数 浅 : E Q 都 是 零 。 

RES, TIR EIV) 的 元 素 而 其 关於 固定 的 基底 的 矩阵 表现 
篇 diag (f(a), oes flm) 。 若 (e) 是 IV) 的 相应 基底 ， 
E (4.2) 中 我 们 看 到 ; 

ads(e;;)=(a;—a;)ë;; 
ad y(e;j) 2 Cf Ca) — faei. 

H4 DEFT] 篇 一 无 常数 项 的 多 项 式 而 且 假定 r(T) 满足 
r(a;—a;)—f(ai)) —f(a5) Ki, j, rT) 的 存在 可 由 Lagrange 
插值 法 而 得 的 ; 将 认 指定 的 值 是 很 明确 的 ， 过 是 因 角 如果 a;—4;—a, 
—4 Rig f. HGSREERTEE f(aD—f (aD f(a)—f (aD. BUR ady 
—r(ads), 

现在 ads fy adr 的 牛 单 部 ， 依 (4. 2) 的 引 理 1 ， 它 能 够 写成 
adz 的 多 项 式 但 不 具有 常数 项 (命题 4 2)。 所 以 ady 也 是 adz 
的 多 项 式 而 不 具有 常数 项 。 依 假设 ，edz 把 B 映 至 4， 所 以 我 们 也 有 
ady(B)DA, B] EM。 利用 引 理 的 假设 ，TrCzy) 二 0， 我们 得 
>a,f(a)= 0, Aims 的 元 素 的 Q@- 入 性 组 合 ， 取 其 f 值 ， 我 们 
得 之 jci) 一 0。 但 是 数 S) REHAB, BI fC4,)= 0 对 一 切 
iR. RE, AR z; 生成 所 以 借入 0。 

在 钱 述 可 解 性 的 判断 准则 之 前 ， 我 们 先 写 出 一 些 有 用 的 等 式 ; 如 
AR Z, y, ds Ië la] SE 28 BJ RS Bi J 88, RU 

Qe» Trz, y32) - TrGxt y C22). 
REHE, 我 们 先 考虑 Uny—ryz—-ycxz,ztyz2)—-cyz 
azy, BERIHA Tr(y(zz))=Tr((z=z)y) 的 事实 就 可 以 了 。 

定理 《Cartan 淮 旭 ) , SLR LIV) HERK, V RERE 
假定 Tr(zy)= 0 H- r EUL, y EL, R LSU. 

显明 。 正 如 《〈4. 3) MERIH, RERS [LL] RES, RE 
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一 切 z e (LL) 188282 B IRR (GIE 3.2 和 Engel 定理 ) 就 可 以 
了 。 篇 此 之 故 ， 我 们 将 上 面 的 引 理 应 用 到 以 下 的 情形 : V in E, A= 
[LLI]，B 二 LK， 所 以 MM 二 {XEg8ICV) ULICU. 显然 LCM。 
我 们 的 假设 是 对 一 切 re€LLL) ye L, 剧 有 Tray)=0, RMA 
了 要 利用 引 理 来 证 明 每 一 个 x SCLL] 需 老 零 我 们 需要 更 给 的 伐 滤 : 
Xj—59]zcULLA yeM, Tr(ry)= 0, 

现在 如 果 (x31 $$ (LL) 的 典型 生成 元 ,而且 z cM, B ET 
SARH T'y([z, yJ22= Tr(xC yz) Tr(Cy2)2). H M 的 定义 
Ly zE L]， 所 以 根据 假设 得 知 右 端 篇 0 。 

Rod LESER. 如 果 对 一 切 z e (LL), EL, ms 
Tr(adzady) 0, LRT. 

读 明 。 将 定理 应 用 到 工 的 正则 表现 ， 我 们 得 知 adL fuf. x 
WË Ker ad—Z(L) 篇 可 解 ， 所 以 上 本 身 亦 篇 可 解 《 命 题 3. 1) 。 


a E 


l. 4 LCgl(V) 垮 古典 线性 李 代 数 C120, MFE Lie 定理 
以 及 习题 1.12, H RadL—Z(L) #3] sIG,F) REH (2 
4:853 2.3) 。 【由 观察 得 知 Rad L 落 在 工 的 每 一 个 极 大 可 解 子 代 
数 妃 中 。 取 下 的 一 租 基 底 使 得 8 二 工 U t m, P), METEB KRE 
也 是 L 的 极 大 可 解 子 代 数 。 由 此 丽 千 天 Rad LCLILNAd (Cn,F)， 则 
Rad L—Z(D),) 

2. RRE mV <charF 的 情形 下 ， 定理 4.1 PRAA 
BUB TS TEXRRECH RH. 

3. 3ETHERRLBRESFE WRARAR g, Lie 定理 不 能 成 立 。 
考虑 4 X q JER: 

y = diag(0, 1, 2,3, .-.... ,9 一 1)， 


32 PEGHEUAESIESRS 2 8] 


010...... 0 
0010...0 
天 二 | eeeessereereeree 
Quee 1 
1 eesssrsessee 0 


RRE (z,y)= c, MUR z 和 y 生成 ICF) 的 2 共 可 解 子 代 
Hn REMI 没有 共同 国有 向 量 。 

4. É p= 29, TE 3.3 BEAREN p ER A ARE 
成 的 可 解 李 代 数 不 一 定 有 老 雳 半 代 数 〈 参 考 定理 4. 1 WRI). SHE 
X5, ZERI 的 一 个 反例 如 下 : 如 习题 3 取 LCg1(Cp,F)。 造 向 量 
空间 的 直 和 M= L +P, 4 F f$ Abel 而 荆 有 其 通常 乘法 而 且 在 
F^ 上 的 作用 方式 如 所 答 定 的 ， 则 MM 形 成 一 李 代数 。 试 避 M BUE, 
但 是 它 的 导 代 数 〔 二 玉 , 十 Fr) ARERR. 

5. RUR z,y EEndV RIZR, RECHI) =+ T 
E. (z+y)x=<z,+=,, BAHBOUEBBSMUE z, y 是 不 可 交换 时 过 可 能 
FRL. LEERT, yP (REF) 导致 十 中 单 (或 震 需 )。] 

6. BE (4.2) 的 末尾 的 公式 (*)。 

7. BABERE 4. 3 的 逆 定 理 。 

38， 注意， 当 检 验 定理 4 3 (或 它 的 系 ) 的 假设 时 只 要 检验 上 的 
基底 元 素 z, y 就 足够 了 。 璧 如 在 习题 1. 2 中 的 例子 ， 利 用 Cartan 
准则 性 明 可 解 性 。 | 


[fr SD 


禹 颖 的 全 明 是 根据 Serre[1] Chevalley[1]， 他 们 是 最 先 在 综 性 代数 再 
上 有 系统 地 利用 Jordan 分 解 ; 也 参考 Borel[1]， 在 此 特别 强调 加 法 Jordan 
分 解 在 李 代数 中 的 功用 。 . 
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5. Killing 形式 


5.1. 后 单 性 的 判断 准则 


今 工 需 任 意 李 代数 。 如 果 Z, YEL, i 
k (x. y) — Tr(adx ad y). 
RU c BRL ERUSPEPEERMEGUGA, WA Killing PR, HAr 满足 CO 
((zy),z)=x*CÇz,(yzJ) MAR z REAR. CO 是 根据 (4. 3) 中 的 
等 式 : Tr((z, ?329=TrCz[?， 22) SERBRERH BERI 8 PË z, Y 
z, RRL 

以 下 的 引 理 对 以 后 的 讨论 提供 很 多 方便 。 

BIR, 2 IRLA, MURS $ 工 上 的 Killing 形式 而 z; 局 
I 上 (看 成 是 李 代数 ) 的 Killing 形式 ， 则 ra. 

证 明 。 首 先 我 们 伏 濠 一 个 由 粽 性 代数 而 得 的 简单 事实 ， IURI RS 
《有 限 礁 ) 向 量 空间 站 的 子 空间 ， 而 乡 震 了 的 自 同 态 将 站 贞 至 友 ， 则 
Tré= Tr(9|W), CBSiGE—S, TP W 的 基底 扩张 成 V 
的 基底 然后 再 观察 所 得 的 怎 障 麦 现 。) 现在 如 果 z, yc INI Cada) 
(ady) 坊 卫 的 自 辣 能， 将 工 映 至 工 ， 所 以 它 的 呈 x(X, y) 与 (CdZ) 
(ady)|:=Cadrz)(adiy) HIB 辟 (z, y) 是 一 致 。 

就 一 般 而 慎 ， 如 果 一 个 对 稳 色 入 性 形式 Py) 的 根基 S ={z 
eL|B(r, y)= 0 对 一 切 的 y e L) 0 ， 我 们 就 讼 它 是 非 退 化 。 因 
8 Killing 范式 需 精 合 的 ， 所 以 它 的 根基 不 仅仅 是 子 空间 ， SETA 
元 的 理想 。 在 精 性 代数 中 我 们 有 一 个 剂 定 非 退 化 性 的 实用 方法 如 下 ， 
固定 工 的 一 组 基底 (ze m). 旧 * 篇 非 退化 党 且 仅 党 n x n js 
Bk (2,2, Arb ai 一 下 (zh t), BERTI 
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F Y REDIERE, RIAA s1(2, F) 的 标准 基底 来 计算 sO F) 
的 Killing Ñ. BE (z,h,y) RERWAF, Bj adr,adh Ë ady 
RUE BES 


0 一 2 0 
adh= diag(2,0, —2), sas- (à 0. jJ. 
0 0 0 
0 00 
=: 0 J 
020 


004 
所 以 < tonno 3 外 行列 式 震 一 128， 因 而 上 RIRE, (R 


要 char F+ 2 ， 汪 还 是 永 训 对 的 。) | 
记 住 ， 如 果 Rad L = 0 RMR-IRERE L REH, BARES 
EER L RAFF Abel 理想 : 实际 上 ， 任何 人 种 理想 必定 在 根基 
中 ， 而 且 反 过 来 说 ， 根 基 (如 果 不 是 0 ) 也 包含 一 个 道 榜 的 理想 (对 
LKR) ， 那 就 是 Rad 志 的 半 来 链 的 最 后 一 个 非 雳 项 《参考 虱 3. 12 
定理 SLR GED) 李 代数 。 则 乙 仿 个 单 当 且 仅 当 它 的 Killing 
PA r BEBE. mE | - 

— 体 明 。 首 先 假定 RadL—0, 4 S Bor 的 根基 。 ES, 
Tr(adzady)= 0 对 一 切 z< S, ye L CIH ?ErSS])。 根 
据 Cartan 准则 (4. 3), CdxzS RAR, Rit SRTR. BERTEL 
面 已 提 到 s 需 工 的 理想 ， 所 以 SCRedZ= 0， 因而 上 人 需 非 退化 。 

KŻ, 4S—0,. TERHI L RPR, REAN L 的 每 一 个 
Abel 理想 I 都 是 包含 在 S 中 就 可 以 。 BOE rel. ye L. W 
adzady LRE IMH. (adzadyy KLEE CID= 0, BER 
adzad y BS, 因此 0 =Tradzady=x(z,y)> MAIC S=0 
GB —'"PRVIE TTE EUR ERES ERE ERRI CERRO) 。) 

EIB BR ERE: S CRedL; 然而 ， 反方 向 的 包含 站 不 
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一 定 成 立 〈 属 题 4) 。 
5.2. LEE 


首先 葵 一 个 定 义 。 如 果 一 个 李 代数 乙 可 以 写成 L-ld es +I, 
《 子 空间 的 直 和 )， 其 中 I ELDE, RPR L RER 7 T, 
的 直 和 。 AUR : +j, 3B UISCLOI;-0 GNE LT 
看 成 是 在 李 代 数 1; 的 向 量 空间 的 外 直 和 上 定义 分 量 式 的 李 乘 积 而 得 
的 李 代 数 ) 。 我 们 记 L—LO-ee0n. f 

EE, LAE. HEEL 的 理想 L, eee Lao 每 一 个 都 是 
E ERER HE, GSURL-L(QeeeOL. Lg (GS 
和 L 中 的 某 一 个 是 一 致 。 而 且 ， 产 的 Kiling 形式 正 是 < 在 Lx 
L; 上 的 限制 。 

O BH. IURE, AIBLISIGERUN, RU < Wiee I-= 
(zeL|K(z, y)= 0 对 一 切 的 ? c I) 也 是 一 个 理想 。 将 Caren 3 
RUERHSU-EINBCI b, TER LHR D OI RTE (AERO). 
BB dimI--diml-—dimL, BHiEAd&P Sb L = IGI, 

Sifk RR HC Ba AREA n] RHRLTPT AG REIS y RE RUR LH 
JEAIREEdS, BUL ISSINVSRINI F BES Ek. TRU L, 篇 极 小 非 
需 理 想 ; 由 前 一 段 知 ， L=LOL Èa, L 的 任何 理想 也 是 工 的 
理想 ， 所 以 L, RPE (HSC L, 的 极 小 性 故 知 其 需 单 ) 。 回 样 的 理 
H, L; RERE, 由 世 纳 法 假设 ， 它 可 分 解 成 单 理 想 的 和 ， 演 些 理 想 
也 是 的 理想 。 因 此 就 得 到 上 的 分 解 。 

其 次 我 们 必须 性 明和 过 些 单 理想 是 唯一 的 。 如 果 I RLRE 
想 ， 则 OCL) 也 是 了 的 理想 。 由 ZOOs 0 知道 CIL)= I, (75m 
ULj-ULJQ---QULJO, BIEARUS —MADETRE. REUL 
=I, RICL; WB. I=L, (WR L, 是 单 ) 。 
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定理 的 最 后 一 个 主张 可 由 引 理 5.1 而 得 。 
Z AURLTVPBH, BJL-—C(LL3), ME L 的 一 切 理想 和 同 驴 像 
也 是 秆 单 ( 或 9) 。 不 公 如 此 ， 志 的 每 一 理想 都 是 过 的 某 些 单 理想 的 
EUM 


5.3. PH 


非 退 化 Killing 248 —BWE Eni. eset E BIBLE BB 
确 地 提 一 提 客 题 2.1 的 车 果 。 adL f$ DerL 的 理想 〔 对 任何 李 代 
RL), RRRA- MARKEA: 

(9 [6, ad x]—ad(ór), x c L, óc DerL, 

XR JR LP PB, BU edL—DerL ( 序 工 的 每 一 个 导 子 都 是 
PRO. 

ss, HASLER, MA Z(L)— 0， 因 此 ， 工 一 adZ RER 
数 的 同 构 。 特 别 ，M= adZ 本 身 的 Kiling 形式 篇 非 退 化 (定理 5. 
1), RUED=DerL, 由 方才 做 过 的 貌 明知 CD, M3CM, 过 就 使 得 
ru ES DI Killing 形式 cp 在 MXM 上 的 限制 。 特别 ， 如 果 在 
DipI-M^ 是 在 kp 下 与 弄 正 交 上 的 子 空间 ， 划 ex 的 非 退 化 性 使 
TNM= 0，I 和 MM 都 是 D 的 理想 ， 所 以 我 们 得 [7, M1= 0。 如 果 
ElI, RI adó(z)— 0 对 一 切 ZeEL ( 依 (*)) , WS ad B 1-1, 
所 以 a= 0 (ze L) 因而 5 二 0。 结 论 : 1 二 0, DerLM= 
adL, 


5.4, 抽象 的 Jordan 分 解 


I i 定理 5. 3 能 够 用 来 介 儿 任意 个 单 李 代数 之 中 的 一 个 抽象 的 Jordar 
分 解 。 记 住 ((4.2) 的 引 理 2 ) 如 果 v 篇 有 限 杂 代数 ， 则 . DerF 
的 一 切 元 素 在 Endov 中 的 侍 单 部 和 替 堆 部 都 落 在 Derov p, 特 
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别 ， 因 篇 DerL=adL (5.3) 而 且 L—adL R 1-1， 所 以 每 一 个 工 
c L 决定 唯一 元 素 s，2 € L 使 得 adr—ads+adn R adz (在 
EndL 中 ) 的 一 般 Jordan 8E, BER x — s+ n, Cs n= 0, s 是 
Zd- 中 单 〈 序 ads EPS), n 是 cd ER, lius —z, n =z=;,, 
TH. CGERBBRUUUSTO 称 过 两 个 分 别 需 工 的 个 单 部 及 妖 零 部 。 

当 忆 需 综 性 李 代数 时 ， 较 粗心 的 读者 会 屠 需 所 用 的 记号 Ys Ta 
RATEMA. TBE (6. 4) Sulpitius Sx — VR fi TE: T HI 
刚 得 到 的 的 抽象 分 解 实 际 上 是 和 一 般 的 Jordan 分 解 一 致 。 暂时 我 
们 网 乐意 地 指出 在 特别 情形 工 二 si1V)《V RERI 时 过 是 对 的 : 
在 EndV 中 记 二 Xs 十 Xm( 一 般 的 Jordan G), reL. WB 
I, Bh EIAS CHBR 0 因而 r.c L 。 道 也 使 得 z, WR O 
所 以 LEL, REME, ad; az, REH ((4.2) 的 引 理 1 )， 所 
以 alz7， 坟 个 单 ， 同 理 ad iz, Ræ, MA Cadis ad z,l= 
ad (z, x,)— 0, BI L 中 的 抽象 Jordan 分 解 是 唯一 ， 所 以 z = 
Zs 十 Za 一 定 就 是 它 。 


E Fi 


L AURLAEEX, AEL Killing PRERF. 
2， 训 王 工 坑 可 解 的 充 要 条件 是 〔ZZ] 落 在 Killing 形式 的 根基 
中 。 | 
| 3 4LBC-HOJEEHCEREC (CL, CENE. RE L 的 
Killing 形式 不 等 於 需 。 

4 4 L85888 1.2 的 三 厅 可 解 李 代数 。 就 计算 它 的 Killing 形 
式 的 根基 。 

5. & L-slQ,F), RHA Z 在 Killing 形式 下 与 标准 基底 
对 偶 的 基底 。 


3 — EIROREDEBINGS ZO] 

6. & chayF= p+ 0, WRL 的 Kiling PARIER, P 
BLIBHE, RURDJQREIEGNIEURER CE char F = 3 By, WIE 
sIQ,F) 除 以 中 心 而 得 的 代数 。] 

7. WS s1(3, F) 的 标准 基底 ， 坛 计算 K 的 行列 式 。 有 哪些 质 
KAREE? 

8, RL—L,Q--- OL B-PEERELHDE, XoB L, R 
LEE, AAI rec LISSGBAURGECESUEHGIGERdE L, 中 
R52 RAP RU EUR BD 


附 RE 


郎 使 图 在 质 特 徽 的 情形 下 ， Killing J£ AWIR E ENFRIA FERES 
是 有 相 党 大 的 影响 。 参 考 Seligmm(1), Pollack(1), Kaplaosky[ 13, 


6. 表现 的 完全 可 的 性 


在 汇 一 季 中 ， 除 非 提 到 其 他 的 特别 情形 ， 否 旧 一 切 的 表现 都 是 有 
限 的 。 

我 们 将 利用 正则 表现 《参考 第 八 节 ) 来 探讨 个 里 李 代数 。 和 结果 路 
发 更 L 是 由 sIQ.F) 的 一 些 复 落选 超 来 的 ; 角 了 要 探 时 过 三 维 子 
代数 的 正则 表现 ， 我 们 需要 有 了 关 SSOP 的 表现 的 正确 于 料 ， 沽 些 
资料 将 出 现在 以 下 的 第 七 角 。 首 先 ， 我 们 广 明 关於 任意 牛 单 李 代数 卖 
更 的 一 个 相当 重要 的 一 般 定理 Weyl 定理) 。 


6.1. 模 


4 LESÓIBINI P Y 2) BCBUPUS TE ERA RISE FEBUR GE BURN RE RR 
谢 言 。 正 如 共 他 的 代数 理论 一 样 ， 我 们 有 一 个 自然 的 定义 。 一 向 量 空 
间 如 果 具 有 一 渤 算 卫 XT >V Gf (a, v)—r. v 或 zo) MEW 
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足以 下 的 等 式 : 
(M1) (ax-Fb yv =aCr.v)+ BCI. v), 
(M2) x. (av-F- bw) —a(x. v)-- b(x. w), 
(M3) [xy v = x. y. v— y. z. v. (z, y & Lv, we 
V;a, b EF) 
RRRA L-0, Beg, AUR 6: LogiV) BL 的 一 个 表现 ， 那 话 
KHir.v—$(2)(00. VO BR ML- KZ, AEM 
工 - 模 站 ， 演 个 等 式 就 定 闵 一 个 表现 $5: LI) 
如 果 一 糠 性 映射 $5:V 一 WW 满足 ó(r.v)—c.9(v) 即 称 8 篇 一 
模 同 态 。 汪 一 同 态 的 核 即 垮 的 子 工 - 模 〈 而 且 , 标准 的 同 驴 定 理 都 可 
以 在 毫 无 困 冯 的 下 情 砂 玉 明 成 立 ) 。 当 9 正好 是 向 量 空间 的 同 构 时 ， 
我 们 就 称 它 需 志 - 模 的 同 构 ; 在 过 一 情形 下 ， 我 们 褒 两 个 模 所 引起 的 
表现 是 等 价 。 如 果 工 - 模 了 除 0 及 其 本 身 之 外 再 没有 其 他 的 子 模 时 ， 
我 们 就 称 V 坑 旗 狗 模 ， 特 别 ， 我 们 不 把 零 厅 模 看 成 是 工 的 诈 欧 模 。 然 
而 我 们 承认 一 杂工- 模 篇 既 物 模 。 如 果 V RETRE, x 
dio (等 价 的 看 法 CERR20 ) V 的 每 一 个 子 模 都 有 一 个 补 余 模 
W (Bl V —WQOW') 。 如 果 W,W' 需 任 意 的 二 - 模 ， 我 们 当然 
能 用 是 然 的 方式 将 他 们 的 直 和 WOW SR AE L-I, 和 方式 是 定义 
z. (w, w^) — (m. w,z.w^), 过 些 稳 念 都 是 标准 概念 ， 即 使 iT =o 
的 情形 下 也 是 有 意义 的 。 当 然 ， 名 词 PRÉ 和 完全 可 交 ETARE 
ARAL URHE. 
Bp: Logi ) 需 一 表现 ， 则 在 EndV 中 由 g) 和 1 生成 
的 结合 代数 和 工 都 有 相同 的 不 炙 子 空间 。 因 此 ， 在 结合 环 上 的 模 的 一 
AERE 〈 如 Jordan-Holder 定理 ) SA LOKGRALBENROL. WTAE 
用 途 ， 我 们 提 一 个 雁 所 遇 知 的 Schur 5138, 
Schur E38, SZ ó: L—gl(V) RW), BEREH EEST 
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GENEL) 都 交换 的 粮 性 映射 一 定 是 纯 量 的 。 
对 於 正 则 表现 来 设 工 本 身 是 一 个 模 。 子 工 - 横 正 好 是 理想 ， 所 以 
一 个 单 代数 如 秽 需 工 - 模 时 是 弃 和 药 的 ， 而 牛 单 代数 是 完全 可 物 的 ( 定 
理 5.2), ' 
B Y UB 8, SUPTPUSESERBIBO SEGSESIEM YR, AV Ë 
工 - 模 。. 如 果 我 们 定 闵 
(x. f)00——f(x.v),feV*vecVuExceL 
Ry V* 也 是 一 个 工 模 〈 笑 篇 对 侦 或 逆 步 ) 。 公 设 CLMI1), (M2) 显然 
是 满足 的 ， 所 以 我 们 只 要 有 验 (M3): 
Cry f)00)— — f CCx y). v) 
=— f(z. y. n— y. Z. 7) 
=— f(x. y. v) f (3. z. v) 
(z. FXI. v) — (J. JNE. v) 
— (J. z. f)o)- Ge y. fX) 
—(G. y. y. 2). f). 
MRV. WEL, 4 VOW 是 7 BWE F LEBER. AUR 
(9 eS) RR (Wo s wu). DWV RRW Bk, IE o Qu; i = 
1,2, -, m, 了 二 1,…, n, EV OWE, CAU READ APTE fH 
S GHEWEES LBCTBEN, TERT QU LEREZ TO 
Qw)-g.voM.w, 对 於 李 代 数 来 说 ， 正 确 的 定义 是 得 自 「 微 分 ]: 
x. (VW =x. Ç u + v GZ. w 
如 前 ，(M3) REIS: 
[x y). (CU 一 [ZX 人 v Qw + v Cx y). w 
一 (2Z. y. u— y. TV DW + v @ (Z. y. 10 
—3.X.w) ` 
= (z. y. VOW LVOT. y.w)—(y. z. ? 


Il 
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Qwu+HIQY. x. w) 
=<. y.(900w)— y. z. Rw), 
发 了 Rii F 上 的 向 量 空 间 , 那 麻 就 有 一 标准 (而且 也 很 有 用 ) 
HAR: V*@V 一 3EndV， 其 涤 麻 方法 是 将 一 典型 的 生成 元 f Qu 
《f EV*,vEV) 对 应 到 自 同 态 So H f,(w)=f(w)v Gue), 
REN, 我 们 利用 对 偶 基底 性 明 过 确实 建立 一 个 蓉 落 同 态 T*QT — 
EndV; WRAAD E 22(2x= dizp7)， 所 以 过 必定 也 是 同 构 。 
现在 如 果 了 (Wm V*) 也 是 工 - 模 时 ， 那 麻 如 上 所 壕 ，V*@V 
也 是 荆 - 模 。 所 以 趣 由 上 沁 的 同 构 End V 也 可 以 看 成 是 工 - 模 。 L 
在 EudV 上 的 作用 也 可 以 直接 描述 如 下 : l 
(<. £)(0) 2 x. f(v) f(z.u), z€ L, f &EndV, 
v EV (RREIZ). 
ERDRE, WRV 跟 丈 是 过 模 ， 那 订 L 在 空间 Hom(V, W) 有 
自然 作用 《和 过 作用 是 由 Hom(V, WR VSW 之 间 的 同 构 引 出 的 ): 
(x. f)()— x. f- fC v), f EHom V, W) RRRS, z€ 
L, vcVY, 


6.2. 表现 的 Casimir 算 子 


在 第 五 节 中 ， 我 们 利用 Cartan 的 可 解 性 的 判断 准则 广 明 一 第 音 
李 代数 有 非 退 化 的 Killing 有 形式。 更 一 般 地 ， 裔 L 需 中 单 而 且 ó: 
LogkV) f LEES. 定义 一 对 称 双 糠 性 形式 “p(z. y)= 
Tr($C)6 0». (z, YEL), h (4.3) PAER CORP B Bil 
的 ， 因 而 8 的 根基 篇 工 的 理想 。 不 仅 如 此 ，B 力 是 非 退 化 ， 事 实 上 ， 
定理 4.3 PBH g%(S)=* S 是 可 解 ， 所 以 S 二 0。 (Killing 形式 只 是 
8 的 一 个 特例 ， 取 $= 二 ad 。) 

现在 设 工 BeRH, BL 上 的 非 旭 化， 对称， 结合 的 放牧 性 形 
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Ao WMR Gne , Xx) 是 二 的 基底 ， 那 麻 就 存在 关於 B 的 唯一 对 偶 
基底 (ecce ya) 满足 POr y )=0;;., 如 果 工 EL 我 们 能 够 记 
[x, T= 24,57 以 及 CEI J= buy; 利用 B 的 精 合 性 ， 我 们 计算 
如 下 : 


@; |= Za B(z;y,)=BCCz, £j), yy2= PLETT], 34) 
= (£; ID= x b bE y=— bzi 。 

如 果 $: LogIV) &LMEESEL WER c (8)= 2622, 
9Cyi)EEndV Cti y; 如 上 是 关於 6 的 对 偶 基 底 )。 利 用 EndV 中 的 
恒等式 (z,yz]=[zy)z-+ y[(zz) #La,=-—b; 我 们 得 : (éG) 
c (85) = 20602, PLDP + DPT) U$ C2). 90322 = ari 
$0023 E9060) 0, REZ, CP) 是 在 EndV 中 跟 
PCL) 交换 的 元 素 。 

焰 而 首 之 ， 设 $6: L—giV) 是 工 的 信 实 表现 ， ARAHI 
PBC. y) 9 TY (209 (92). 是 非 退 化 的 。 如 果 (X1……, z) 是 工 的 
一 组 基底 ， 我 们 将 csCB) WS co RA 6 0 Casimir WF, co 的 
BB XTr(é(z06(y0)= Y8Gzo y)=dim1 0, —R 9 RAR 
BS, Hid: Schur 引 理 (6.1) 知 cy 是 纯 量 (等 於 dimL/dimV); 
在 此 情形 下 ， 我 们 得 知 cs 是 跟 志 的 基底 的 玩 择 无 天。 

HA L—sIQ.F)V =F, 98/8 L—gl(V), 4 (xh, y) 
是 工 的 标准 基底 (21) BBBSEREDSSISAEECE Cy, 1/2h, z) 所 
以 c=zy+G/2-ryz=(6 105), BE, 3/2=dimL/dimV, 

一 且 多 不 再 是 信 实 表现 时 ， 则 上 面 的 做 法 需要 做 一 些 修 正 。 开 ezg 
是 工 的 理想 ， 因 而 是 某 些 单 理想 的 直 和 CR 5. 2) 。 今 I EREM 
理想 的 和 (定理 52), PE L 是 L' WERZA, EKE 
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的 做 法 还 是 有 效 的 《利用 L' 的 对 偶 基 ) ; 由 此 而 得 的 自 同 能 EEnd 
V REMH ghy Casimir 算 子 冰刀 作 co. HUN, ces MILE) 
可 交换 ， 等 等 。 
最 化 给 一 个 广 解 ， 假定 我 们 所 要 上 处 理 的 麦 现 都 是 信 实 表现 常常 是 
很 方便 的 。 肖 等 於是 研 诗 卫 的 某 些 〈 舍 单 ) 理想 。 如 果 工 是 单 代数 ， 
则 只 有 一 条 模 《〈 工 在 其 上 的 作用 是 自明 的 ) 或 者 模 0 不 是 信 实 的 。 


6.3. Weyl 定理 


BIE, 4 0: LoOgl(V) 是 一 个 单 李 代数 乙 的 表现 。 3886 ó(L) 
CsiCV)。 特 别 ， 工 在 任意 的 一 杂工 模 上 的 作用 是 自明 的 。 

证 明 : RAA LSL (5.2) 以 及 sI) 是 giv) WAR 
数 的 两 个 事实 。 

定理 〈Weyl)。 今 g: Lgl(V) 是 牛 单 李 代 数 上 的 有 限 雁 表现 ， 
V0, 3855 56225] 89 

8893: SUP IACE RS BURU ETE: 下 有 一 子 志 - 模 三 使 得 dimV /W 
—1,. KS LXEV/W 上 的 作用 是 自明 〈 引 理 ) ， 我 们 在 不 误导 读者 
之 下 ， 不 妨 把 V/W afgF:0W—VF—0: 因而 是 恰 切 的 。 
对 dimW KRN, 我们 能 够 将 开化 成 是 不 可 物 的 情形 。 做 法 如 下 。 
4 W' 是 到 的 一 个 非 需 子 模 。 浊 就 得 一 恰 切 序列 : 0—W/W'—V/ 
W'- 了 一 0。 利用 第 纳 法 假设 知 此 序列 是 GAS. Bi V/W n 
存在 一 个 一 条 子 模 〈 就 叶 做 W /W') t V/W'—-W/W'OW/W', 
所 以 我 们 得 另 一 恰 切 序列 : 0—W'—-W-F—- 0 。 汪 与 前 者 一 样 只 是 
dimW'--dimW, FAR BREER aw FUR —18 — 863 95X ER 
-W'ox, BLgRV/W'2W/W'qw/W', MAWNX=03 dimV 
—dimW--dimX 因而 V =W@ X. 

RERFTAREWETT. (我 们 也 可 在 不 失 其 一 般 性 之 下 


4 (BLIMPS LB 

假定 区 在 了 上 的 作用 是 信和 湛 的 。) 令 c=cys E $ 的 Casimir XT 
(6.2), AB c BROCL) 是 可 交换 ， 所 以 c 实 实在 在 是 的 工 自 同 能 ， 
特别 ，cCW)CW 而 且 Kere 是 的 一 个 子 工 - 模 。 因 乱世 在 V/W 
上 的 作用 是 自明 (部 8%(Z) AVEW), MA c 也 是 有 同样 的 作用 
(RS c 是 元 素 90x) 的 乘积 的 入 性 租 合 ) 。 所 以 c 在 V/W 上 的 味 
是 0。 另 一 方面 ，c 在 不 可 兔子 L 模 厂 上 的 作用 是 纯 量 乘积 (Schur 
引 理 ) ; 过 咎 量 不 能 等 攻 0 ， 否 则 ，T7yr(c)= 0 因而 与 《6.2) 不 一 
致 。 所 以 Kere 是 的 一 条子 工 模 而 且 KercnW= 0, BEW 
HERRAR. | 

现在 我 们 考虑 一 般 情形 。 候 定 WW 是 的 任意 子 模 : 0 一 WV 一 V 一 

V/W—0, 4 Hom(V,W) 是 由 一 切线 性 映射 7 一 WW 所 组成 的 空 阐 ， 
由 (6.1) 知 其 是 工 - 模 。 A ={fEeHom(V,W)|flw=alw}， 划 
2 是 子 工 模 : 如 果 flw=4 Tw REH z€ Lo weW,(x.f)(w)- 
z. fw) — f(z.) = als. w) —a(z.w)— 0, 所 以 z. flw= 0, 
4 Z=(fezZ|fl|y= 0), HAHHA EERS EMF L ES E. 
Lin ?^ Wem ^, init, Bu f ez EME fiw MRE 
(Qnod), Bi dim? /WY 二 1, 温 正 是 前 面 所 处理 过 的 特殊 情形 
0 一 WY 一 YY 一 /YW 一 0 。 根 据 第 一 部 分 的 恬 明 ，2” 有 一 个 一 亲子 
BUR ”互补 。 令 f:V 一 W 生 成 此 一 稚 模 ， 所 以 在 乘 以 注 当 的 一 个 
非 雳 纯 量 我 们 可 以 假定 flw—lw. 我们 说 x f— 0 的 意思 是 襄 0 = 
z. fG)=z. fG@)— fC. v), BD f É LAR 所 以 Kef E V W 
FLR BS f BV REW WIB. flw=Iw MA V =W@Kzerf 
而 定理 得 以 。 


6.4. Jordan 分 解 的 保存 
汶 於 研究 千 单 李 代数 的 表现 来 说 ， Weyl 定理 当然 是 一 个 基础 的 
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工具 。 在 此 我 们 先 提 一 个 立即 的 应 用 ， 那 就 是 性 明 在 工 的 不 同 生性 志 
3135, MRi Jordan 分 解 和 一 般 的 Jordan 分 解 是 一 致 。 

| X R 工 CgI(7) 是 一 个 中 单 粮 性 李 代数 〈7 ARE) 。 那 
E L 包含 它 的 一 切 元 素 在 IV) 中 的 中 单 部 及 需 零 部。 特别 ， 工 
的 抽象 Jordan 分 解 和 一 般 Jordan 分 解 是 一 致 的 。 

ES: 因 怖 不 花 那 一 类 型 的 分 解 都 是 唯一 〈4. 2, 5. 4)， 所 以 后 者 
主张 可 由 前 者 主张 登 明之 。 

今 并 会 工 是 任意 的 ， 而 并 一 2 十 zs 是 其 在 gI) 中 的 Jordaan 
DA MERRER z, EL, BË ad XCL)C 上 上， 所 以 由 命题 
4.2(c) 知 ade (LDC L 以 及 adz,(L)C L, de ad=ad;,ao 
换 句 话说 ， <, rz,€ N, (L= N, N 是 IV) 9 TVB B L < 
N 是 一 理想 。 如 果 我 们 得 以 证 明 N= 工 那 就 好 了 ， 可 惜 过 是 不 可 能 的 
35, BALCSI) GE 6.3) ， 因 而 缠 量 乘法 的 映射 崔 落 在 入 中 
ARTERE L 中 。 所 以 我 们 必须 找到 一 个 会 包含 To z, MAEN 
小 的 子 代数 使 得 我 们 能 够 壁 明 它 是 等 锥 乙 。 如 果 王 是 了 的 子 工 - 模 ， 
定义 Ly—-Uye€gl(V)| WW)CW 而 且 Tr(y]w)= 0), Wn, Ly 
—slV), HEL-(UL) Bib LWURRJGEXEBUEGEEENS Ly rh, Ë 
L*—(OnLy)D N, WR, L* 是 N 的 子 代数 ， 而 且 LCL* 是 一 理想 
(L* WEEEEERBEEERAD . PEM, METEL, SUE, Tm Ts 
e€Ly 因而 E, Ts EL* 

SUERAZUSSIL—L*, L* E L 的 有 限 条 L 模 ， 由 Weyl 定理 
(6.3) 知 L* 是 可 以 写成 和 L* 的 某 一 子 模 对 的 直 和 : L*— L +M 
但 是 [LL*JCL ( 因 篇 L*CND ， 所 以 (L, M)= 0, #WEYV t 
FERIBERUT- 工 模 。 如 果 y eM, WE (L,y)= 0， 所 以 由 Schur 
引 理 知 y|y-—AL, EHE, Tr(y|w)= 088 » ELp, WHE y]w= 
0, H Weyl 定理 知 V wpDAUREERUT L-MRBUEURL, Bibby — 0, 


46 李 代 数 生 表现 理论 之 半 引 
x 38M— 0, L—L*, 

m ALEPH, 6: Logl(V) EL 的 有 限 杀 表 更 。 如 
时 zz= 十 % 是 工 的 插 象 Jordan Mfg, RE pages) Hea) 是 
$lx) 的 一 般 Jordan 分 解 。 

证 明 : AR L 是 由 ads 的 固有 向 量 生成 的 ， 所 以 eCL) 是 由 
ad4q59 C5). 的 固有 向 量 生 成 的 , 因此 ad ace Cs). PE, HE deo 
$n) ERR, ME Kad io, 6(s), adaco9(121— 0 根据 (5.4) An 
@(z)=%(s)+%() 是 ó(z) 的 抽象 Jorden 分 解 。 跟 用 定理 因而 得 
[o 


E mH 


l. HUS L—sIQ.F) BSBEEIRE, MET L 的 正则 表现 的 
Casimir AF CREE 5.5) , TER, MAT SIQG,F) WZA 
然 表 现 的 Casimir AF, A 3B2BF EORASERAJEDSSMSAENS, 

2. 4Vjé—lB LE, ARV Soka T PAUIEURIBS Te SE FPE JE V 
的 每 一 个 子 模 都 共有 一 个 补 余 模 。 

3. BUR LJEuIfÉ, WE LWE- IBIEERSOREBLES E —RER. 

4 WAM Weyl EJES BH E L EPH, adL—DerL 《定理 
5.3), [和 如果 5 EDerL， 利 用 法 则 c. (a. y) — (0, aó(2) Ur y, 
定义 让 和 F+ L RRL., KAZETI LARR. J 

5， 半 长 一 个 李 代数 工 来 设 ， 如 果 RedL—Z(D), WE L 就 叶 
Bie. CEA 取 工 是 4be1， 或 是 牛 单 ， 或 者 是 gim F) (G) 
RLE, WE L 是 完全 可 攻 edLd&, [如 adL+0, H 
可 用 Weyl 定理 ] 特别 ， 工 是 Z) 和 L 的 直 和 ， 在 此 CLL)-- 
0 或 是 牛 单 。 

(b) 如 果 工 是 一 古典 炉 性 李 代数 〔1. 2)， 那 座 工 是 牛 单 。〔 训 利 
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用 o RSS 1.9,4.1) 

(c) 如 果 工 是 完全 可 物 adL E, WELEH. 

(d) SL EROL B ó: 上 一 g1(V) 是 二 的 有 限 厅 表现 。 如 果 
é(L) 是 个 单 自 同 态 ， 那 床 工 是 完全 可 狗 。 

6、 今 工 是 单 李 代数 。 今 B(z, y) 和 7(z, B) 是 工 上 的 两 个 对 
称 ， 烙 合 的 双 绪 性 形式 。 如 果 8 , y 是 非 混 化 的 ， 那 座 6 — v. [8 
引出 一 个 同 构 : 工 一 L*， 而 且 7 引出 一 个 司 构 : >L, 过 十 个 同 
构 的 合成 成 镶 一 个 上 模 同 构 。 但 是 工 是 一 个 弃 物 L 模 ， 所 以 可 利用 
Schur 5|8, J 

7， 在 以 后 将 看 到 sCn,F) 其 实 是 单 代数 。 DGESE RU E #l 
J 6, BE sin, F) 上 的 Killing JZXAI—IB BAGUE RE 
k(x. y)=2nTv(z y), | 

8. JE L E — B2EfÇ3x, SUE ad 的 作用 ，CL@L*) 可 以 
Bum Ld. CQL 也 可 以 看 成 是 L Eyes: p 215 RIS 
ze], RE 8 是 千 合 的 充 要 条件 是 二 6= 0 


BE 


Weyl XERHWIRUIATRE Serre[1), BOBDUIESIBRELIEISEERL RIEN 0 
不 同 ， 它 是 利用 聚 第 李 姑 上 的 积分 ， 参 考 Freudenthal de Vries[1]。 至 认定 
JBE 6.4 是 根据 Bourbaki[17, 


s1(2,F) 的 表现 


Eae GIERE) 中 ， 一 切 的 模 都 是 侯 於 F 上 的 有 限 维 空 
fH, LRR s1(2F)， 其 标准 基底 是 由 


=(8 3) 2=(? 8), (3 5) 


48 — ZERUKEUESHSSRZORSI 
租 成 的 ( 例 2.1) 。 於 是 (h<xJ=2z,C(hy)=2y,(zy)= h, 


Tl 权 奥 极 大 向 最 


V 是 任意 的 工 模 。 因 篇 h 是 中 单 ， 系 6.4 SPP h EV E 

的 作用 是 对 角 的 。 (由於 HRES AEREAS- MPRA ER 
都 可 以 对 角 化 。) 因而 得 以 将 V 分 解 成 国有 空间 下 ;= {oET |h. v= 
àvj, AEF, 的 直 和 。 当 然 ， 朗 使 1 不 是 在 VV 上 作用 时 的 固有 值 ， 
V; 泽 是 有 意义 的 而 且 就 是 0。 一 旦 V,Z 0， 我 们 称 ?是 在 VV 中 的 
一 个 权 而 且 称 Vx 是 一 个 权 空 间 。 

引 理 ”如果 vv SV; RE x.vcV; WE -VEV 

显明 k. (x. v)— Uh, x. v +z. h. v—2z. vtr. u= (44-2) x. v, 
同样 地 ， 也 可 以 得 h.(y.v) (4—2) y. v, 


【 胜 】 由 此 引 理 可 导出 zy ， 在 V 上 的 玫 现 是 得 索 雳 自 同 驴 ; 不 过 过 件 事 
实 也 可 由 定理 6.4 BH 


KA dimV<oo, 而且 VV = 4 V; 是 一 直 和 ， 所 以 必 存 在 Vic 


0 使 得 Vit 二 0。《 由 引 理 知 ， 海 任意 v EV x.7 二 0 。) Spo fi 
4, Va 中 任何 非 雳 向 量 都 呼 做 机 2 的 极 大 向 量 。 


7.2. 旗 狗 模 的 分 类 


现在 候 定 V EEN L-E SURHECKOUE, EE eV. E 
v= 0, v;— (Li) 0), | 
Bg (a) h. v;= Q — 25; 
(b) y. v= (i+ 10o 
(e) z. v= Ait Wi 0), 
TA (a) 经 由 引 理 7.1 的 重 覆 应 用 即 得 ， 然 而 O) 只 是 定义 
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mE. XA (c) BUSPBIRIHHEEREREWA, í = 0 RERAN AR 
7.,7 0), Fk, ini — 0 时 ， 
ix. Vj— =. y. Vj CER) 
一 [2 Y] Vjt y. T Vi 
=h. Vit y. Z. Via 
—(-2—U)v; 4r G- 14-2). vis 
(Ca) ARER PARE) 
—(A—2i4-2i,--G—1)X4—i2)»;,. Cb) 
—i(a—icUDvL. 
Ide URBE APR DI? RISE. 

由 公式 (a) 知 所 有 的 v; RERED BÆ dimV —co, 
Aym je—TB ERSEEHER ou 0, yt= 0, RURSI—UI i — 0。 
BoH 一 0。 由 公式 (a), (b) K Ce). 知 以 《v0, op …… Un) 篇 基底 的 
子 空间 是 了 的 一 个 非 雳 子 工 模 。 因 需 了 是 饰 攀 的 所 以 此 子 空间 必定 是 
V 本身。 不仅 如 此 ， 关 於 此 有 序 基底 (9o Vts Vw)， 我 们 可 以 明确 
HSH z, y, 所 表现 的 自 同 能 的 矩 障 表 现 ; H kT- AAEM, 
然而 由 Zz 和 少 可 分 别 得 上 及 下 三 角 舌 畴 短 阵 。 

如 再 仔 釉 地 观察 公式 (O 就 会 看 到 一 个 角 目 的 事实 : 当 1 二 mn 
十 1 有 时， 左 端 = 0, 然而 右 问 是 (4 一 各 )vm。 因 篇 vw 冯 0， 故 可 精 
论 1 二 加 。 换 句 话 说 ， 一 个 极 大 向 量 的 权 是 一 非 负 整数 《上 比 dimV 小 
1 ) 。 我 们 称 它 是 的 最 高 裤 。 不 仅 如 此 ， 由 公式 a) 知 每 一 个 权 仅 
出 现 一 次 〈 朗 如果 VA 0,dimV,= 1); 特别 ， ?是 唯一 地 淆 定 於 
VGQ=dimV 一 1)， 所 以 在 V 中 的 极 大 向 量 o, 仅 可 能 是 一 个 《如 不 计 
其 纯 量 倍数 ) 。 炉 结 以 上 的 讨 花 我 们 得 : 

定理 QVE L-sIQ,F) WER, 

(a) Haak, VERH Và =m, m2, —(m— 


53 ” 李 代 数 与 表现 理论 之 注 引 
2), —m, HERM, dEdEm-- 1—dimV TH. dimV,= 1, 

(b) 下 有 唯一 的 极 大 向 量 〈 如 不 计 其 炖 量 倍数 ) ， 其 权 《叫做 六 
的 最 高 权 ) Em, 

(c) 如果 六 的 基底 导 坊 上 波 的 形式 ， 那 座 工 在 六 上 的 作用 正如 上 
面 公式 所 示 。 特 别 ， 对 於 每 一 俏 正 整数 加 十 1 ， 至 多 只 可 能 存在 一 个 
m+ 1 准 的 弃 移 工 模 当然 同 构 者 除外 》。 

K 今 Y 是 任意 有 限 礁 工 模 ， 工 二 s1(2,F) REhkEV LWE, 
有 信 都 是 整数 ， 而 且 都 是 正 负 辣 时 出 现 (次数 也 是 相同 . An 
此 ， 在 VV 的 任意 完全 可 移 分 解 《 朗 将 写成 其 既 物 子 模 的 下 和 ) ， 那 
BERELIOT Mode HPK: dimV,--dimV,, 

E 如果 站 = 0, RÜMDEVTEMEWDDAREBU. BAFI Weyl 定 
理 (6. 3) 将 了 写成 放 钓 子 模 的 直 和 。 半 於 旗 绝 子 模 来 踊 ， 上 面 的 定理 
已 述说 得 很 清楚 ， 所 以 第 一 个 主张 是 很 明显 的 。 至 於 第 二 个 主张 ， 我 
们 只 要 观察 每 一 个 弃 狗 工 模 至 多 只 有 一 个 0 权 或 一 个 1 权 出 现 ， 但 不 
是 十 者 都 出 现 。 

如 果 只 是 般 了 省 一 章 的 讨论 ， 那 麻 上 面 的 定理 和 采 就 很 足够 了 。 
然而 ， 在 没有 调查 s1(2, F) 是 否 对 大 每 一 可 能 最 高 机 m= 01,2,… 
都 有 又 移 模 就 撤 开 此 主题 似乎 是 不 太 合理 的 。 当 然 ， 在 低 灯 数 的 情形 
下 ， 我 们 已 知 如 何 去 建 造 适 当 的 模 : 1 亲 的 自明 模 ， 2 厅 的 自然 模 以 
及 3 RREN. SREE m2> 0， 引 理 7.2 的 公式 (a) 一 (c) 
就 可 以 用 来 定义 工 的 办 十 1 礁 既 航模 其 基底 是 《v0, V1,……, 9), É 
HER VCm)。 像 往常 一 样 ， 简单 的 途 明 工作 留 答 读 做 因 题 CEDE 
3 ) 。《 至 於 一 般 的 存在 定理 可 参考 (20. 3), ) 

另 一 个 更 深 一 层面 的 观察 : 如 果 我 们 利用 (2. 3) 中 指数 的 讨论 ， 
DE VOn) 的 结构 的 对 称 性 可 以 看 得 更 清楚 。 6: LOgl(V an) 
JB ERES ERRUTERL, SEHE AGRAT $022,009) ERRAN 
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形 ， 所 以 我 们 可 以 定 闵 VO") 的 一 个 自 同 构 需 z = ¿zb ó(a)ezb 
$C— y)ezp ó(z), 我 们 可 以 同时 假定 m> 0， 所 以 表现 % 是 信 实 的 
(了 工 是 单 代数 ) 。 在 (23) 中 的 计 论 知 cóc ezp(ad ó(z)) 
expladg( 一 y))erpladgCz))CGCh))。 但 是 é(L) 与 L 是 同 构 ， 
所 以 我 们 能 做 跟 Q.3) 一般 的 计算 。 精 论 : rpCh)r-! 二 一 gCh) 或 者 
rp(h) 二 一 9Ch)r。 由 此 即 知 < 把 属於 权 m—2i 的 基底 向 量 n RE 
属於 容 -Cp 一 2i) 的 基底 向 量 0m (2 3) 中 的 讨论 是 限制 於 m 二 1 
的 特别 情形 。) 守 一 般 地 ， 如 果 也 是 任意 有 限 厅 L-i, WEHE 
权 空 间 和 负 权 空间 互 换 。 


Z m 
《在 这 此 习题 中 ， 工 一 S1(2,E)) 


L RIM Lie 定理 性 明 任意 有 限 礁 L 模 都 有 一 个 极 大 向 量 C 
坛 观 察 由 记 和 xz 生成 的 子 代数 。] 

2. M=s1G,F) 在 其 左上 端 2 x 2 的 位 冒 上 包含 一 个 与 工 同 
构 的 子 代数 。 训 分解 M 需 其 稣 焰 子 模 的 直 和 OMEEHLE RUEBUBBUE 
Lg) : T(O)@7CDGYCD@YC2)。 

3. REJE 7.2 的 公式 (a)—(c) 确实 定 闵 工 的 一 个 弃 移 表 
现 。( 坊 了 访 明 他 们 能 定义 一 个 表现 ， 只 要 证 明 对 应 於 Z, 》,h 的 短 
ERER T, y. h 相同 的 结构 等 式 。】 

4， 属 於 最 高 权 久 的 证 移 工 模 也 能 够 用 以 下 的 方法 自然 地 造 出 ; 
A X,Y 是 工 的 自然 模 F: 的 基底 。 今 =s [X,Y] 是 两 个 变数 
的 多 项 式 代数 ， 利 用 半数 的 规则 将 工 的 作用 撤 张 至 上; z. fg=(z. 
有 )g 十 f(z.8), 2 C L, fge. WEBBBBCER-HEEMNIBAE 
缀 成 是 一 个 工 模 。 接 着 试 证 以 X", XUOY,-eo  XY"3, Y" REE 
的 次 音 克 多项式 子 空间 在 工 的 作用 下 保持 不 变 而 且 是 猎物 ， 它 是 属 
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IS ES HE m, 

5. 假定 char F= p> 0, L=si(2. F), SAR 88 3 R 4 RBT 
造 的 工 - 模 V(m) 只 要 它 的 最 高 权 m< 5, WE V(m) RAWL 
Ht dURm— p, NER VCm) 是 可 物 工 模 。 

6， 误 分 解 两 个 工 - 模 VO) MVO WEESEERE ERU T BiU 
R, YO2GV(6)DV(8)OV(10), RERE V (m)GV (2) 的 一 般 
分 解 公 式 。 

7 在 过 属 题 衷 ， 我 们 造 一 些 无 限 厅 的 工 - 模 。 今 1 ER BER 
MUR. 4 ZO) Rb F 上 (oo s y). 需 基 底 的 无 限 厅 向 量具 
i 

(a) REJE 7.2 的 公式 (a) 一 (c) 在 ZQ) 上 定义 一 个 工 模 
E ME ZO 的 每 一 个 子 卫 模 至 少 包含 一 个 极 大 向 量 。 

(b) 假定 2 十 1 = ;是非 负 整数 。 BUE o PEKAR CFM, 
2=—1,i=0), 8@J|iH—IB LEES Z0) 一 ?2Z(2), p 2 
—2i, VK o RE v, , RESEMER Imp, ZQ/Imó 两 者 
都 是 证 欧 工 - 模 〈 但 是 当 i> 088, ZO) 不 是 完全 可 锡 的 ) 。 

假定 2 十 1 不 是 一 个 非 负 整数 。 哉 体 ZO) EHK. 


8. REHM 


在 过 一 整 节 豆 ， 工 才 示 一 个 什 单 李 代数 。 我 们 将 昔 正 旭 卖 现 妖 丰 
地 研究 二 的 精 构 。 我 们 的 主要 工具 是 Killing 形式 和 定理 6.4,7.2 Ç 
过 两 个 定理 主要 是 依赖 Weyl 定理 的 应 用 而 得 的 糙 果 。) stis 
记 住 一 件 事 ， 那 就 是 s1(2, F) (或 更 一 般 的 ，s1(n,F)) 将 会 指引 我 
们 看 出 一 般 端 倪 。 


8.1. RAISES 
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如 果 工 是 完全 由 震 雳 元 ( 朗 ad WET) MR, SUE 工 就 会 是 
ia (Engel 定理 ) 。 过 是 不 可 能 的 情形 因 骗 工 是 牛 单 的 ， 所 以 我 们 
能 够 找到 一 个 它 在 抽象 的 Jordan 分 解 下 的 牛 单 部 z, 是 不 等 於 震 。 
党 就 斜 明 过 包 含 一 个 由 个 单元 素 粗 成 的 非 需 子 代数 (譬如 ， 由 z, Æ 
成 的 子 代数 就 是 ) 。 泛 样 的 子 代 数 吓 做 环 面 子 代 数 。 以 下 的 引 理 ， 粗 
咯 地 说 起 来 是 类 似 Engel 定理 的 。 

引 理工 的 一 面子 代数 是 可 换 的 。 

证 明 šT EPI VE. EDITORE) z, RPAH adre 
= 0, HS adr 是 可 对 角 化 (edx 是 牛 单 而 且 卫 ERKKA), Pi 
以 我 们 只 要 妨 明 .aedr x 没有 非 需 的 固有 值 。 假 定 不 然 ， 那 魔 一 定 存 
在 y(0)€ L 使 得 [xy] 二 ay(《4 尖 0)。 於 是 adry(z)=—ay 也 是 
adr y 的 一 个 固有 向 量 其 所 属 固有 值 是 0。 他 方面 ， 我 们 能 够 将 之 窟 
成 adry 的 固有 向 量 的 终 性 组合 《也 是 个 单 ) ， 如 将 adry 应用 
到 Z ZË, 如 果 有 还 有 剩 下 的 项 ， 那 一 定 是 属於 非 雳 固有 值 的 固有 向 
量 。 过 就 和 前 面 的 娃 论 不 一 致 。 

现在 固定 世 的 一 个 极 大 环 面 子 代 数 互 ， 即 一 个 环 面子 代数 它 不 会 
再 包含 於 另 一 个 不 相同 的 环 面 子 代 数 。 〈 用 记号 已 代替 了 是 显得 较 不 
AR, TBH 是 比较 具有 传 炳 性 。) 璧 如， 如果 L=slGn,F) A 
EH HE1) HABAS 021 S yEBE AZ Er, 

因 需 瑟 是 可 换 的 《利用 以 上 的 引 理 ) , ad, H 是 工 的 一 些 可 换 的 
牛 单 自 同 熊 的 集合 。 根据 狠 性 代数 的 一 个 标准 结果 ad,H 是 可 以 同 
EHAE. RIAR, 荆 是 子 空间 L,= (z€ L|(hz)=a(h)z,vhe 
H) WEM, haki H* 的 元 素 。 注 意 ，Zo RÆ CLH), H H 
中 心 化 子 ; 由 引 理 知 LDH, -40-(0£acH*|L.£—0); BOWL 
素 是 工 关 於 五 的 根 ( 党 然 @@ 是 有 限 的 ) 。 一 旦 探 用 过 样 的 记号 ， 我 们 
就 有 一 个 根 空间 分 解 (或 Cardan 分 解 ) : 
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璧 如 到 L-sl(nF) m$ WCEMPSCENM CO 对 应 着 L 关於 标 华 基 
底 的 分 解 〈1. 2)。 我 们 的 目标 是 先 证 明 H=CH), PRERE 
描述 根 集合 ， 最 后 发 明 中 完 完 全 全 地 把 二 刻 划 出 来 。 

一 天 始 我 们 先 豫 罕 一 些 有 关 根 空间 分 解 的 简单 糙 果 。 

命题 对 一 切 a, pEH*, La Lo])C Loss, 如 果 xz eL. at 0, 
PONE adir ERE. WR a, BcH* 而 且 aJ 8 0, WEAR 
的 Killing 形式 x, L, 和 Le 是 正 交 。 

E 第 一 个 主张 可 由 Jacobi KERES: ZEZo y ELp h 
EHRE adh(Uz y) C3 y H- Ux (A y33 a UD y3-- BO) C y 3 
二 (a 十 C4)[Ezy]。 由 第 一 个 主张 序 得 第 二 个 主张 。 

至 於 最 后 的 主张 ， 由 优 训 可 求 得 heH Rf (erg, 
蕉 是 如 果 z€L, Y EL, WEB e 是 结合 所 以 Chr) y) 二 一 
&CExh), 7) 二 一 <CZ, ChY), RE aCh)rCx. y) 二 一 BCh)rCx. y), 或 
者 Ca-FB) DC. y)— 0, BRAE zGz.y)= 0, 

R Killing 形式 «在 L,—C,CH) 上 的 限制 |zoxzo 是 非 退 化 。 

ER ”由 定理 5.1 知 上 < 是非 退 化 。 他 方面 ， 傅 命题 L, 和 所 有 的 
Ze(aE@) ZEX., WMR z SL, 而 且 Ce L= 0, BEBE z(z,L)= 
0， 所 以 2 二 0。 


8.2. 互 的 中 心 化 子 


我 们 将 需 一 个 很 容易 证 明 的 镶 性 代数 的 事实 ; 

5E 如果 x. y 是 一 有 限 共 向 量 空间 的 安 换 自 同 态 而 且 y Red 
Fo ME ry 也 是 乾 零 } 特别 ，7T7y(Zy)= 0, 

命题 ” 今 了 是 过 的 极 大 环 面子 代数 。 那 大刀 一 Cr( 石 )。 

REB] ”我 们 将 分 段 诈 明 。 筷 C —CLUD. 
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Q) C&&'tl—S o RU PRIBIEEN. RTR ECLCH) 
的 意思 是 说 adc 把 工 的 子 空间 五 映 至 0 。 依 命题 4.2 (oda), 和 
Cad z), 也 有 相同 的 性 质 。 但 是 根据 (5.4) RIRE (adz),=adz, 
而 且 (ad x),—ad Lro 

(2) C 中 的 一 切 个 单 元 都 落 在 妃 中 。 如 果 ECH) 是 牛 单 ， 
SUE HHF, (WAE L 的 一 个 交换 子 代数 ) 是 还 面子 代数 :; 交换 中 
单元 素 的 和 逮 是 侍 单 (4.25, 但 是 五 是 极 大 束 面子 代数 ， 所 以 ， 五 十 
F.= HI zH, 

(3) 限制 在 及 上 是 非 混 化 。 如 果 存 在 hEH ji «C, H)— 0, 
fund R—0, NUEccCISOR, HUE) (x, H3— 0 以 及 adz 
Jene ep isti Tr(adz ady)= 0 (利用 上 面 的 引 理 ) ，V 3 cH 
Bü (c, H)- 0, Adi (D) 和 (2) 38 KCh,C)= 0， 因 此 此 
二 0 (由 命题 8.1 的 系 已 知 玉 限 制 在 C 上 是 非 退 化 》。 

(D CERF. WE XC 是 竺 单 ， 那 麻 由 (2) AreH, 而且 
adcz( 二 0) MIAIGEm, (BJ, WE ze CE, BWE adcz 
AALER. MESTECE, =£; tin BP Ls zn Wi 
者 都 是 落 在 C 中 ， GHG) , ador 是 交换 震 需 元 素 的 和 因而 也 是 
TE. 由 Engel 定理 知 C REGE, 

(5) Hn(e,c)=0, HR z Rer BCH,C1=0, z CH, CC, C3) 
二 0， 现在 只 要 利用 (3) REH 

(6) C 是 交换 的 。 不 然 的 话 ，[C, C] 池 0 由 C) Ju CREE, M 
以 Z(CO)nr(C, CJ: 0 GIE 3.3), & 0 z€Z(C)nC(C,CJ) 由 
(2) Z (5) 知 z 不 可 能 是 牛 单 。 所 以 它 的 老 零 z, 部 因而 不 是 雳 而 且 
也 落 在 C 中 ， 由 命题 4.2 知 EZ) hE Ca, C)= 0 BUR 
8. 1 不 合 。 

(7) C 二 五。 不 然 的 话 ， 由 (1) Z Q) 知 C 包 合 一 个 非 需 知 堆 


56 李 代数 与 表现 理 其 之 遵 引 
Tr, BRIAR (6) A rn, y) Tr(ad y ady)= 0v y EC 此 
BUR 8. 1 不 合 。 i 
X 上 限制 在 如 上 是 非 退 化 。 | 
RUREUAEERIPERRIITO H*, No cH* St—iS cH 
使 得 $Ch) 二 k(ty, 有 h),V h eH, 特别 ， ONER (tlaeoI CH, 


8.3. EZES 


天 一 和 节 中 ， 利 用 Killing 落 式 ， 我 们 将 得 到 有 关 根 空间 分 解 的 

更 正确 的 套 料 。 我 们 已 看 到 命题 8.1: 如 果 a, B cH* TE a + B 
+0, RE CL. La)= 0; 特别 <( 忆 Ze)= 0 HEED, Pi 
以 (命题 8.2.) 在 吾 上 的 限制 是 非 退 化 。 

命题 (a) @ 生 成 H*. 

(b) qÉ a EDP， 那 麻 一 a 所 中 。 

(O 4«€o6,rcL,ycL., YE: (xyl-s(x. lealta 的 定 
闵 如 (8.2). 

(d) 如 果 a C b, WE la L 4) 是 一 维 的 ， 其 基底 是 tf. 

(e) a(LO= k(l ,, 1) 0 v a co, 

(D 如 果 e Sc Q mE TAEL, 是 任意 的 ， 那 订 存 在 y. € 
L_, 使 得 z. Yas ha Ute. ya] ER—-MZETRAS. RIS, 
SEHAT, Ant si, F) 同 构 : 


z—( 0 0) 2 一 (1 o (1 0) 
(9) ha= ah. =— ha. 


EI (a) 如 果 中 不能 生成 整个 H*, 那 订 由 对 偶 的 性 质 知 妃 中 
存在 一 个 ACE) 使 得 
a(h)= 0,va € @, 
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但 是 ， 寺 意思 是 说 对 一 切 a SQ, (h, Ls] 二 0, BË (h, H)= 0, Bf 
以 Ch, LJ=0 或 heZ(L)= 0, SEA SE, 

(b 4a€0, 如果 一 «&o i L = 0， 那 雇 对 一 切 的 有 < 
DKL L9) 0 (命题 8.1) 所 以 《La L)= 0 此 与 KK 是 非 退 化 的 
事实 不 合 。 

(c) Ra ED, XELo, Y ELa, $ heH 是 任意 mrp 
AERA: 

kh, [zy3)=x((hz), y)=a(h)x(z. y) 
— kCla, B) kx, y) m kx, y)ta, h) 
=x(h, KCE, YJla) o 
EST HU (zy)—s(z, Yle 是 正 交 ， 所 以 CEYJ=ECEY Ja GR 
8.2), 

(D AUR CL L2) 0, ME (c) WHAT fa 生成 (L.L a, 
A0 zrcL, 如 果 Kr, La)=0, WE z(z,L)= 0 (参考 (b) 
HRH), ERKKI, BODURUPIÉE ORIGO Z y EL_x 
E eCe, y): 0. H CO) 知 [Xx, y1 0, 

(e) 假定 a(ts)= 0, PEYU T eL, y L_, (La)= 0 = 
[tay] 如 (d)， 我 们 能 够 求 得 过 样 的 z,，》 满足 rm y) 0 。 只 要 将 
其 中 的 一 个 稍微 修正 一 下 ， 我 们 就 可 以 假定 kG. y)= 1, HEM 
(c) 知 [z=ta o FAL, ,ta 就 生成 工 的 一 个 三 灯 可 解 子 代数 ， 
记 角 S$。Sedz SCgl1(L)。 特 别 ， 对 一 切 s E[S, SJ,adrs RR 
ERALA) PA adria 施 是 咎 单 也 是 需 零 ， 部 ad;t.— 0, TR 
而 iaEZCL)= 0， 和 与 ta MW EBURA 

(f) HIE 0 Z=x,€L,, Ampa YaELa 使 得 Cxa, ya) 一 


下 (e) 及 lEn L4): 0 的 事实 我 们 知道 上 面 所 说 的 
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JÉSUS. É ha™2ta/1Ctas t). JE (z. yu] 一 pe (c), "In 


ha ad 一 2 aa —2a (a) = 只 一 一 
b, hetem Oa) crore FIRE. Me y) 72 


Ja 。 所 以 Zas ya ha ÆR L 的 一 个 三 春子 代数 S. 它 的 乘法 表 和 
sI(2. F) 的 一 榜 ( 例 2.1), 
(g) 由 fa 的 定义 方法 及 ha HERH RERE 


8.4. 整数 性 质 


对 从 每 一 根 对 4, 一 a (命题 8.3(b)) , 4 Sos1(2,F) 如 
命题 8.3(f) 中 所 造 的 子 代数 。 由 Weyl 定理 和 定理 7.2, 我 们 已 
能 完整 地 逐 解 一 切 的 《有 限 礁 ) Sa BARRE ”特别 ， 我 们 能 够 膝 解 
ad 1Sa, 

固定 a Ee ®。 首 先 考 左 工 中 由 且 及 一 切 Leale EF*) 生成 的 子 
空间 内 。 由 命题 8. 1 知 收 是 一 个 S. 模 。 由 定理 7.2 Al h, XEM 
上 的 权 是 0 及 2c 二 ca(hs) (c0 WE La 大 0)。 特 别 ， 关 早出 现 的 
一 切 c 必须 是 的 整数 倍 。 现 在 S. Kera LISTER AREE, dE 
此 Kera 是 五 的 子 空间 而 且 H-Kera-r-Fh,, dimH/Kera= 1, 
然而 另 一 方面 S。 本 身 是 对 的 S。 子 模 。 关 和 此 雨 件 事 ， 我 们 知 ha 
在 M 上 的 0 权 都 已 出 现在 S, 及 Kera b, Bibl, M 中 的 偶数 权 只 
是 0 X 土 2 0E. BRAT 2a 不 是 根 ， 即 一 根 的 两 倍 绝 不 再 会 是 
根 。 因 而 (1/2) a 也 不 可 能 是 根 ， 所 以 1 不 可 能 是 h。 在 以 中 的 权 。 
定理 7.2 的 系 潮 致 M—H-FS., 889] dimL, —1 (所 以 S, 是 由 
L, 及 La 唯一 决定 的 子 代数 ) ， 而 且 如 果 ca ER, Westl, 

其 次 ， 我 们 要 看 看 S。 如 何 作用 於 根 空间 La, B Z+ a, N= 
,Latin。 根 据 前 一 段 ， 每 一 根 空间 是 一 维 ， 而且 8 十 ix RAER 


0; 所 以 KK 是 工 的 一 个 子 S。 模 ， 其 属於 相 轩 权 BCh。) 十 2 必 i EZ E 
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得 B-riac DERE — ER, 1 和 0 不 可 能 同时 是 过 种 形 
式 的 权 ， 由 定理 7. 2 HRANE. Ets E) 权 一 定 是 BO) 
十 24 (BCha) 一 27)， 在 此 a(r) 是 最 大 正 整 数 使 得 5 +qr (86 一 fa) 是 
一 根 。 不 仅 如 此 ，N 上 的 权 成 一 算术 级 数 其 公差 是 2 (定理 7.2) H 
WEBB 6 十 ia 形成 一 个 根 链 (通过 8 的 a RR Bree 
Bs, 十 4a 。 也 注意 (8 一 ra)(ho) 二 一 (PB 十 qa)(ha) 或 B(h.) 
=7 一 4。 最 后， 如 果 a, B, a+ BC O, WE adL, 将 La We 
至 Zu+p ， 因 篇 过 些 空间 的 条 数 都 是 1 所 以 [LaLp]= Less 。 

妨 精 以 上 的 讨论 ; 

EL (a) 如 果 a co 则 dimL.—1,!9l S«—L-F-L --H. 
CH, — UL, L 43), ifi ESHTSERS 0 zx c Lay 存在 唯一 的 y C Loa W 
Æ UXayado ha, 

(b) 如 果 a EBD， 那 威 一 a 人 @ 而 且 如 果 c a ES@, 旧 c= 二 土 1。 

(c) MRa, LED, 3)" B(.)€Z WE B -BQ)a co, (B 
Cha) 叫做 Cartan 整数 ) | 

(d) MRa, 8, a-- B, WE (Loa) Less 。 

(0 ka, PED, pHa, 4r. q 分 别 是 最 大 正 整数 使 得 P 
—ra, hb 十 ga 中 。 那 座 一 切 B8 ie O(—r<i<q) WA Bn) 
7r—4。 


(f) 李 代 数 上 是 由 一 切 的 根 空间 生成 。 


8.5. AREA, ded 


工 是 一 个 个 单 李 代数 CSURHECNUS 0 的 代数 封 了 多 了 上 ) , 
HR—BEXSIETKE, OCH* E L SRHBA, L-HA- 
1 Le 是 工 的 根 空间 分 解 


60 — 李 代 数 归 表现 理 葵 之 道 引 


BS Killing 形式 < 在 及 上 的 限制 rla ZBE R 8.2), R 
们 可 以 将 形式 转 至 H* E, & (r, 0) 一 et 加 )， T, 9eH*, 我 们 
KODER H* (命题 8. 3(a)) , MARR ayay os ae oí H* 


MEI, JUR p c o, RPDE BEARRA P= X Cap 在 此 ， 
GEF, RAEE GEQ 角 此 之 故 ， 我 们 利用 一 点点 义 性 代数 。 革 
REJ 1 j 1 (ay) Y clana), MAERT RREA 


Iana) RA: AP af a p= X TE, spp p 1 


个 未 知 数 c; 的 /个 整 保 数 方 程式 组 。 因 篇 (0. ……, a) 是 H* 的 一 
粗 基底 ， 而 且 么 铬 性 形式 ，》 是 非 混 化 ， 所 以 矩阵 (ai, a Disi is 
ERER; 所 以 方程 租 的 傈 数 惩 阵 也 同 樟 是 非 奇 旺 。 因 而 我 们 可 以 精 
论 此 方程 组 有 唯一 的 有 理 数 解 ， 所 以 我 们 的 主张 就 得 全 。 

我 们 刚刚 已 以 明 在 H* 中 由 所 有 的 根 生成 的 Q 空间 Eo HER 
1 =dim=H*, 不仅 如 此 ， Eo 中 的 向 量 的 一 切 内 积 是 有 理 数 〈 所 
以 在 Eo 上 我 们 有 一 个 非 退 化 还 式 ) 。 更 淮 一 步 的 事实 : HI, x 
€ H*, Q i) Ks t) Y a(tOaG,)= Y (2) Gs AD 。 特 别 ， 如 


R A&Eo, Hl Q, 2) X Ca, 2! 是 有 理 数 的 平方 和 ， 因 此 是 正 数 《〈 除 


JEA—0) MAREEA C o ) 是 正定 向 的 。 

现在 令 二 RO@oEa。 , 另 一 个 看 法 是 五 一 {>ciailcER。 那 床 
EX 及 上 的 一 个 向 量 空间 。 由 上 面 所 述 的 ， 我 们 知道 Ee HWFA 
C. ) 自然 地 扩张 至 上 而 且 是 正定 向 ， 朗 EE 是 一 个 欧 氏 空间 。 中 D 
包含 EE 的 一 租 基底 而 且 dim RE= 1 。 以 下 的 定理 和 煽 结 有 关 中 的 一 
HEREA: 参考 命题 8.3Ca)(b) 和 8. 4(b)(e)。 

定理 L.H,o Eit. WE: 
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(a) DERE, WE Oo, 
(b) 如 果 aco, 那 应 一 oco, SIE: c £ + l, 38ECcaec ob, 


CO ina, Beo, 30i B — AXE aco, 


(D ina, peo, BEKEL EZ, 


LB SSE 33k, 此 定理 的 主张 : ORRKEAH E 中 的 根 

系 。 所 以 我 们 建立 了 一 个 对 谭 
(L, H)\— (Q, E) 
在 第 三 章 中 我 们 将 完整 地 把 配 畦 《, E) 加 以 分 类 。 以 后 (SMER 
第 五 章 ) 我 们 将 看 到 上 面 的 并 广 是 一 一 对 应 的 ， 而 且 中 与 万 的 选取 是 
不 太 有 了 关 的 。 
Z E 

L AUR LGGHAGRECERGE 4 Bi, Cl， 或 D, 中 的 一 种 S 
X (L2), BUE L 中 一 切 革 角形 短 际 的 集合 是 一 个 EKAT 
代数 。 

2. WICEED 1 中 的 各 代数 ， 试 决定 其 根 及 根 空间 。 在 (1. 2) 
中 ， 以 甩 的 基底 表示 h. 时 会 有 亲征 不 同 的 表示 法 ? 

3， 如 果 工 是 二 典 李 代数 时 ， 就 明 砍 地 计算 Killing PREEK 
环 面 子 代数 《如 妊 题 1 所 描述 ) 上 的 限制 。 

4， 如 果 工 二 s1(2, 了 )， 试 芒 每 一 个 极 大 更 面子 代数 是 一 条 的 。 

5， 如 果 工 是 千 单 ， 及 是 极 大 环 面 子 代数 ， 就 访 友 是 自身 正规 化 
(B g=N,GH), 

6， 斌 计算 sIn P) 的 标准 基底 在 Killing 形式 下 的 对 侦 基 
底 。 (SZU 5.5) 
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7. 4 L Pi, H 是 极 大 环 面 子 代数 。 如 果 ARCH, We 
CLCh) ERER SEBE 6.5) , BOH — B h 使 得 CL) 
=H; sl(n,F) 中 那 一 个 h 具有 道 样 的 性 质 ? 

8. ES sin, F) (以 及 其 他 典型 代数 ) ， 斌 明确 地 计算 根 
链 和 Cartan 整数。 特别 ， 斌 证 在 si(%,F) rp, Cartan 整数 
2(a, B)/CB, B), 350,981, Jérha t B, 

9. Be Ai EP BEIGNBUBIAUNI SIQ,F) 的 根系 一 
样 ， 因 而 是 与 si, F) 同 构 。 

10， 斌 恬 牛 单 李 代 数 不 可 能 是 四 雁 ， 五 灯 及 七 雁 的 。 

1L 如 果 (&,8)—0 , RE a — B Eq@(a, PED), ERAR 
题 也 成 立 ? 


附 RE 


在 此 我 们 宁 探 用 极 大 玩 面子 代数 而 不 探 用 较 传 统 ( 不 过 是 等 价 ) 的 Cartan 
子 代数 的 主要 想法 是 由 牛 单 代数 价 的 在 行 理论 而 引发 出 来 的 。 
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9. 公理 化 


9.1. 欧 氏 空间 中 的 镜 射 


在 过 一 整 章 丰 我 们 考 虐 一 个 固定 的 欧 拓 空 开 情 ， 朗 一 个 具有 一 个 
正定 向 ， 对 称 的 双 入 性 形式 (a, P) 的 有 限 礁 实 向 量 空间 。 在 效 何 上 ， 
E 中 的 一 个 弹射 是 指 一 个 可 洲 铬 性 映射 它 会 固定 某 一 超 在 面 《 比 原 空 
税 少 一 稚 的 子 空间 》 而 且 把 此 超 不 面 的 正 交 余 中 的 每 一 向 量 泛 至 它 的 
负 向 量 。 显 然 ， 每 一 个 弹射 都 是 正 交 的 ， 朗 保持 互 中 的 内 积 不 鳞 。 任 
何 非 需 向 量 a 决定 一 个 镜 射 co KANEPE Pa= {BEE|(p, a) 
=0}。 当 然 ， 如 果 < 关 0， 则 ca 决定 的 弹射 和 a 的 一 样 。 我 们 可 以 
容易 地 写 下 一 个 明确 的 公式 : 


(= p REED. a 


GB fA AE XB a RE- eim P, 中 每 一 点 都 固定 不 动 。) 因 篇 
2(B, o)/(a, o) HEBR, MARTIRE <$ a>. 注意， 
<E, a> UNE — I8 ERR. p RBY EREN. 

集 了 以 后 的 用 途 我 们 写 下 以 下 的 事实 。 
BIER (Od EHBRS— IUS IUE BUR. BOE URAN o (a0) 
BOTE, MR o EGLE) REOT, 固定 忆 中 某 一 超 平面 的 
t 633 
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每 一 点 ， 以 及 泛 某 一 非 需 向 量 a c p = Jt ËB JE, WE o=o (WU 
H P=P.) 。 

征明 P 1060. (xc<=oc 7), WE e(Q@)=O,z(a)= a, X. 
c 在 子 空间 R. 以 及 商 空间 E/R。 上 的 作用 和 么 射 一 样 。 所 以 + 所 
有 的 固有 值 都 是 D 而 且 其 最 低 多 项 式 除 画 (7 一 15! CI —dimE), 
他 方面 ， 因 篇 D 是 有 限 ， 所 以 向 量 8T) oes eo, Ez 
Cardo) 不 可 能 都 是 相 具 的 ， 因 而 存在 茶 一 整数 使 得 za (B= B. 
台 取 足够 大 的 上 使 得 zk 固定 所 有 的 Beo. AR OERE, MA 
zk= 1; 所 以 的 最 低 多 项 式 除 玉 7 一 1 。 粽 合 以 上 的 精 果 知 c 的 最 
低 多 项 式 是 了 一 1—8.c.d. (T? -,(T—-1)), Bl c— 1. 


9.2. 根系 


s OC Eq. An ope TIAS: 

(RD) @ 是 E 的 有 限 生成 集 (BOO, 

(R2) gaco, 35E—aco, xin&cs-1, Hj cac 
O, | l 

(R3) 如 果 a CD, RWE (D=O. 

(R4) digo, Beo, 38). o cz, 
SUED ULL E EBR, ARUH—LBEEÉABSRE WE (R2) 和 CR3) 
两 个 都 可 导出 中 三 一 下。 在 文献 中 ，(R2) 有 时 候 被 省 略 掉 ， 此 时 我 
们 称 适 样 的 了 是“ 诚 缩 根 采 ”( 人 参考 属 题 9 )。 注 意 ， 如 果 将 已 上 的 内 
积 换 成 它 的 正 倍数 ， 旧 公理 不 受 影响 ， 因 篇 公理 中 只 出 现 内 积 的 比 。 

仿 @ 是 EE 中 的 一 个 根系 。 以 表示 GLO) bibit es (aco) 
生成 的 子 价 。 由 (R3)ZH， 对 集合 有 排列 作用 。 由 《RI1) 知 @ 是 EE 
的 有 限 生成 集 ， 所 以 YZ 可 以 跟 四 上 的 对 称 举 的 某 一 子 众 部 同 ; 特别 ， 
£ ROB. ZEKO Weyl 雁 而 且 在 后 来 扮演 一 个 十 分 重要 
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的 角色 。 以 下 的 引 理 指出 E 的 自 同 构 在 Z 上 的 共 坦 作用 的 完 竟 。 

BIE: A O 是 E 中 的 一 个 根 邓 ，Z 是 其 Weyl €. 如 果 c 
EGL(E) 而 且 a(0)= (O, WE eo,0-—0,(4) Ya € O, MA 
<B,a>=<¿s(8),o(a)> ve, Beo 

ED: AR o.(B)€: Q, ME cowo-1Co(B))=ooa(B)S@。 不 
过 泛 是 等 佟 o(8—<B,a>a)=o(8)—<B,a> (a), WB B Xi o 
中 的 元 素 时 ， (8) ERROUR, MA ooa RORE, R 
仅 如 此 ， ooa 固定 超 平面 "CP.》 中 的 每 一 点 而 且 把 Ca) 3$ — 
o(a)。 依 引 理 9. 1, 00,071 —o, 0), BITE EGRE EXRRIAESR Coca lole 
—c(B)— «o(B), ola)>ola) RF <la), a(0)> — Ca, DD), 

对 蕉 雨 个 对 Co, E) 和 (9, E^) 之 问 有 一 个 自然 的 同 构 观念 
RHR Co, E) M (o', Er) 是 同 构 是 指 存 在 一 个 向 量 空间 的 同 构 C 
不 须要 是 保持 内 积 ) 9: EE! 满足 9(0)—0" MERR a, Bc 
D, <$(B), g@(a)>=<B,a> 。 由 此 立 得 Cpl. 
所 以 根系 的 一 个 同 构 在 Wey8LA^ 上 引出 一 个 自然 同 构 一 >6o0og!。 
由 上 面 的 引 理 看 起 来 ， 中 的 一 个 自 同 构 和 GL (E) 中 会 保持 中 不 伙 
的 元 素 是 一 样 。 特 别 ， 我 们 可 以 将 和 看 成 是 Aut @ 的 一 个 子 春 (2 
322886), | 

有 时 候 除 了 考虑 4 之 外 ， 我 们 也 老 不 a= a ZEREM 
的 。 我 们 称 @v= {av|aE@} 是 @ 的 对 偶 或 送 。 事 实 上 DV EE pH 
一 个 根系 其 Weyl RAMZ ép CEH2O . 在 第 八 节 中 的 李 代 
数 情 形 下 ， 藉 由 Killing 形式 我 们 知 w SHE 如 而 av 对 应 ha 


9.3. gj fJ 


I =dimE 时 做 根系 中 的 秩 。 当 ! 三 2 时， 我 们 利用 画图 就 能 描 ` 
ibo. m (R2) 看 来 ， 当 /二 1 时 只 有 一 种 可 能 性 ， 记 篇 (4): 
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当然 过 确实 是 一 个 根系 Gt Weyl RURE 2 ) ; 在 李 代数 理论 
中 ， 它 是 属於 s1C2, F), 

党 I = 2 时 ， 可 能 性 就 比较 多 ， 其 中 的 四 种 可 能 情形 描记 如 下 〔 
图 一 ) 《 温 正 好 是 仅 有 的 可 能 性 ) 。 对 於 每 一 种 情形 ， 读 者 应 当 直 接 
检验 公理 净 且 决定 它 的 和 。 


A, X À, 


« 


9.4 J 对 


首先 我 们 复 克 两 个 向 量 w，p EDZA o 的 定义 cos0ə— (a, B) 
/lel-ll8ll, PEA <p, a — 202 ER S =2 cos 而 且 <a, p> 


a, a) ll 
—B.al-4cos0 , pi (R4) 知 ， 最 后 过 个 数 是 一 个 非 旬 整数 ， 但 
是 0 —cos*0< 1 而 且 <£, a>, <a, p> #HBBBIESDR, 所 以 当 
a++ pml, ATERATEA (E). 
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表 -一 
«a, B» <f, a> 0 Heeel 
0 0 z/2 未 定 
1 1 z/3 1 
— 1 — 1 27/3 1 
1 2 z/4 2 
-1 -2 32/4 2 
1 3 z/6 3 
—1 一 3 57/6 3 


茂 者 将 观察 到 泛 些 角 及 相对 长 度 正 好 是 图 一 (9. 3) 中 所 出 现 的 情 
Ee (SHE AXA, XO, 将 一 个 方向 的 量度 加 以 修正 使 得 lall= 
18j 是 无 害 的 。》 以 下 简单 而 有 用 的 判断 准则 是 可 由 表 一 看 出 来 。 

引 理 : $a, BC TÑ B. B #=ca vceR, HHE Ca, B): 0 CB, 
a 18 0285208) ， 那 麻 a 一 Bez. AUR (e,pD< 0, RE a 
十 6E@ | 

访 明 :由 第 一 个 主张 可 立 得 第 二 个 主张 《以 - 6 代替 B SERE T), 
NË (a, B> 0 《人 <o 8> 0， 所 以 由 表 一 知 <a, B>, <p, a> F 
有 一 个 是 1 WuR<a,8>= 1, HE ve(a)=a 一 6E@ (CR3); 辐 
E, AUR a> 1, EB—aco, KHE era(B—a)— a— B 
eo, f 

B Ym, GI a, B SC DIN E. B #ca v c ER。 
3083/10 8 十 ia(ie2) 的 根 的 全 钵 ， 即 过 的 a- 根 链 。 令 +，4 Ezt 
是 最 大 的 整数 使 得 B 一 raE o, 8 十 qa。 如果 有 某 一 个 B Hia 
中 (一 r<i<<q)， 我 们 能 够 求 得 p 二 s 《一 ?过 ps 三 q) 使 得 十 pa 
EP, B +(0--r1)% 0, B-F(s-l)a£ o, p+seen. BERIE 
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知 (a, B+ba)> 0, (a, B-F50) 0, INS P — STE. (a,ay> 0, 
BiLBGEROREU. SUMI —RGABIEGES 8 的 a - 根 链 从 B 一 ra 至 
8 十 ga 是 不 会 中 断 的 。 现在 c, 对 一 个 根 的 作用 只 是 凌 鼓 根 加 上 或 
沽 去 < 的 倍数 ， 所 以 过 根 链 在 0 的 作用 下 保持 不 变 。 在 括 何 上 ，o。 
显然 只 是 把 此 鳞 反 转角 来 《读者 能 够 容易 地 提供 一 个 代数 的 如 明 )。 
特别 ，0a(B 十 ga) 二 B 一 ra。 左 端 是 8 一 <b, a> a —qa, BURG 
我 们 得 + 一 4 二 二 B, a> 《参考 命题 8. 4(e)) 。 由 此 马上 得 知 根 链 的 
长 度 最 多 不 超 4。 


a E 


(除非 另 有 所 迹 ， 否则 ORRE E 中 的 根系 ， 其 Weyl EE 
A.) 

L 4 E' 是 EE 的 子 空间 。 如 果 镜 射 ce 保持 E! 588, AR 
EE’ GE CP, 。 

2. RE pv 是 已 中 的 根系 ， 它 的 Weyl EB E Hi RS: 
HERE <a”, B — —B, ac 3E REGE As A, Ba G, 的 DY 的 图 。 

3. dEdE— b, MER 0 —z/2,z/3 (或 2z/3), z/4 (31/4) 
x/6 (或 5z/6) Bb, Carpes 的 阶 数 分 别 是 2, 3.4, 6 CEE 
caos 等 於是 旋转 20 的 旋转 。) 

4 ， 试 年 41X41, 4,, B,,G, 的 Weyl ZERERA 
分 别 是 4, 6, 8 及 12。 如 果 四 是 一 个 根系 其 秩 需 2 | SURIERWeyl 
St 3g —. 

5. RRER—DBISEBSEDUE (a, 8020, a — 6 也 可 能 是 一 个 根 (2 
xum 9.4). 
x 6 REVE Aut P (= Oi5—E E FOBERHELS SD HERT 
z, 
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7. Ga, P eq 生 成 E 的 一 个 子 空间 E^, REENE E! h 
的 一 个 根系 。 同 理 就 辟  《 原 叫 识 植 角 E) 由 (Zs 十 2p) 是 E' 中 
的 一 个 根系 〔 肖 是否 必须 和 ENO 是 一 致 ?”)。 更 一 般 ， 售 0" 是 的 
一 个 非 空子 集合 而 且 满足 @/ 二 一 @/， 以 及 如 果 , e, PED, ad B 
Eg@ 则 得 a 十 B COE, Stat de CHA RU de rh 0 — BB, 
GR132— , | 

8， 试 计算 Gs 中 的 根 链 以 以 明 关 傈 式 7 一 4 二 <B, a> ` 

9， 倒 是 在 欧 氏 空间 EE 中 满足 CR1), R3), (RA 的 向 量 集合 。 
BA ARceccoEPSEG--1.-1/2, DJ 2, ARE (aco|2a 
ED) 是 一 个 根系 。 例 :参考 图 二 


« 
B 28 
图 二 
10. 4a, peo, A34 B 的 w- 链 是 B —ra, ttt > +ga, 
F B 38 a B- 链 是 < 一 rp8，.……，a 十 dg/8。 RE t= 
q'G@'+1) 
(aa) ° 


ll. 倒 c 是 一 下 实数。 如 果 名 包含 任何 长 度 的 平方 是 c 的 根 ， 试 
溃 过 箱根 的 全 体 是 其 在 互 中 的 生成 空间 的 一 个 根系 。 试 描述 出 现在 图 
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一 中 的 可 能 性 。 


I: 


用 公理 化 的 方法 处 理 根系 (如 Serre [2], Bourbaki (27) 的 好 处 是 由 此 
而 得 结果 可 同时 讲 用 到 李 代数 ， 李 便 ， 以 及 络 性 代数 便 上 去 。 至 从 历史 上 的 
处 理 方法 可 参考 Bourbaki [2]。 


10. SS Weyl £ 


在 过 一 整 凶 中 ， 中 表示 是 1 杂 欧 氏 空间 玖 中 的 根系 ， TZ RE 
的 Weyl X, 


10.1. 基底 与 Weyl 室 


如 果 外 的 一 个 子 集 合作 满足 以 下 的 条 件 : 

(B1) 人 是 的 基底 ， 

(B2) 每 一 个 根 B REBRE B = Y kon (aG AD RRE k, 或 全 
坑 非 负 整 数 或 全 需 非 正 整数 。 我 们 襄 人 是 一 个 基底 。 
入 中 的 根 叫做 单 根 。 由 (BI 知 Card^A— 1, ME pZ (B2) 中 
的 表示 是 唯一 的 。 过 使 我 们 能 够 定义 一 个 根 的 高 度 h,6 二 Eka dn 
所 有 的 姑 之 0 (或 & 三 0) RUSSIA ( 或 外 根 ) HIH 0 
B>0 (或 6 人 0)。 所 有 的 正 根 的 集合 和 所 有 的 外 根 的 集 将 分 别 记 
篇 D+, DP” ORA, O0 = 一 和 ) 。 dine. 8 是 正 根 而 且 & 十 有 是 一 个 
E, 350 o 十 8 也 是 正 根 。 事 实 上 ， 和 人 在 五 上 定义 一 个 偏 序 其 与 记号 
a >0 是 一 致 的 : 定义 Ba 党 且 仅 当 a 一 6 是 正 根 ( 也 就 是 单 根 》 
HARP =a, 

关 帮 基底 的 定义 我 们 将 面 降 的 唯一 礁 题 就 是 我 们 站 不 能 保 信 其 存 
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在 性 。 在 (9.3) 中 所 示 的 例子 中 ， 不 论 那 一 种 情形 标 般 e, B 的 十 
根 都 是 基底 (BUT. 注意 ，a 和 8 的 来 角 是 印 角 ， 刀 Ca p< 
0 。 吉 件 事 站 不 是 意外 的 。 

引 理 ”如 果 人 入 是 的 基底 ， 那 麻 对 於 信 中 的 十 个 根 & + B, Ca, B) 
< 0 Ra — PED 

HA ”假设 (a, 6)> 0, BEA, e28 RAR a+ PHA 
由 引 理 9.4 la — Beo, BEEM (B2) 不 合 ， 所 以 Ca, B0. 

我 们 的 目标 是 以 明 以 下 的 定理 。 

定理 ”中 必 有 一 基底 。 

事实 上 ， 运 定理 的 屋 明 将 提供 一 个 造 所 有 〔 可 能 ) 的 基底 的 具体 
方法 。 对 从 每 一 向 量 7 E, ESšorG)=(aCO|G,a)>0)= Br 
落 在 与 7 正 交 的 超 在 而 的“ 正 ” 便 的 根 集 。 在 欧 氏 烛 何 中 有 一 基本 事 
实 是 有 限 个 超 平 面 Pac) 的 联 集 无 法 覆盖 整个 空间 E (HRK 
HOA BRUADUEEUD 。 如 果 7 SE 一 U Pa 287 是 正则 
WRURSTREA. ETJEIRUM, BUR 0—0*0)U- tÇ), iM 
我 们 现在 所 要 考 丰 的 情形 。 如 果 & 二 Bi 十 Bo, Po B, ot (7), a 叫做 可 
分 解 ， 不 然 就 叶 做 不 可 分 解 。 现 在 只 要 症 明 以 下 的 命题 就 可 以 了 。 

定理 4rcERIjL BEO 中 不 可 分 解 根 之 全 体 A(7) 
就 是 @ 的 基底 ， 而 且 每 一 基底 都 可 由 适 样 的 方式 求 得 。 

EA ”过 将 分 奖 个 步 滕 进行 。 

(D 在 OHO) 中 的 每 一 根 是 AG) WEA Z REHA BE 
有 某 一 “ cot) 不 能 写成 过 箱 形 式 ; 水 取 a 使 得 《7, x) 人 能 可 能 是 
Euh, Bike € AGO, MA a =B,+B, BE), RE O, a) 
=(7, BD+ Gr. 82. BÆ Gr, BO 中 每 一 个 是 正 的 ， 所 以 Bl 和 B, 2 
须 都 是 人 (7) 的 一 个 非 负 的 Z REAA GUUR (7, a》 的 最 小 性 不 
合 ) ， 因 此 a 也 是 过 样 的 形式 ， 这 就 与 上 面 的 假定 不 合 ， 所 以 上 面 的 
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ERRER. 

(2) 如 果 a, BEAT 而 且 a B, BE (o, )-0 除非 a 

= B. TRIES, a— Beo GE 9.4) ， 因 和 角 8 显然 不 是 一 a， 
所 以 a 一 B 或 6 一 a cq), 在 第 一 征 情 形 下 ，a = 8 +Ç(a— B) 
是 讼 a 是 可 分 解 ; 在 第 二 种 情形 下 ，6 二 a 十 (8 一 o) 是 可 分 解 。 过 都 
与 假设 不 合 。 

(0 00 人 07) 是 入 性 独立 集合 。 假定 raa= 0 (aG AG),r. CR), 
将 正 傈 数 的 项 集中 一 起 而 且 也 将 负 傈 数 的 项 集中 在 一 起 ， 我 们 能 够 有 
Xs.a— XtsB (s.,ta> 0, a 的 集合 和 8 的 集合 是 不 相交 的 )。 仿 6 二 
Xs<a, BU Q) f (e) Ysdg(as B)0, BibL e 一 0。 屠 
Eg 0 二 (7,e) 二 3sa(7, qa)， 所 以 所 有 的 s.— 0, AE, BUB t = 
0, 十 个 论断 ， 事 实 上 ， 访 明 任何 落 在 五 中 某 一 超 不 面 的 同一 便 的 
向 量 集合 ， 如 果 每 两 向 量 的 来 角 是 钝 角 时 ， 则 一 定 是 和 粮 性 独立 。) 

(4) AG) 是 @ 的 一 个 基底 。 因 和 角 B= 二 @+(7)U 一 B+(7), HC) 

n (B2) 是 满足 。 由 此 也 知人 (C7) 生成 ， 再 加 上 (3) 就 得 (BD, 
(5) 如 果 和 是 中 的 一 个 基底 ， 那 麻 必 存在 菜 一 正则 的 7 C E Eda 
ASAC) IA, Br ec 使 得 (00 va CA, GER 
可 能 的 ， 因 乱 由 的 任何 基底 而 决定 的 『 正 」 开 秆 空间 的 全 体 的 交集 
是 非 空 的 (如题 7)。) 由 (B2) 知 7 是 正则 而 且 @+C@+(7), Oc 
一 ®t(7)〔 所 以 雨 者 都 是 相等 )，。 因 篇 8+ 一 @+(7)， 人 入 显然 是 由 不 可 
分 解 元 素 所 组 成 ， 即 ，ACA(7)。 但 是 CerdgA=CordAG)= 1, 
BIBLIA S A), 

现在 我 们 介 帮 一 些 名 前 ， 道 将 会 是 很 有 用 的 。 超 不 面 Palac) 

把 E 分 割 成 有 限 多 个 区 域 ， E—U P, HABBA E 的 《并 ) 
Weyl 室 。 每 一 个 正则 的 7 € E 因此 恰好 属於 一 个 Weyl 5m, E5 
V). RMBEG)- V0 的 意思 是 识 7,7' 落 在 每 一 个 超 丰 面 Pa 
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(aeo) 的 同一 偶 ， 部 B17)=@+C7) R AMSA). BRR 
了 Weyl 室 和 基底 之 间 有 一 一 对 应 。 AUR ASAC), Rb VCA)— 
多 (7) m B 88Z(A EBI ADA Weyl 室 。 儿 (人 入) 是 由 E 中 满足 
@,a)> 0 (GC A) 的 一 切 7 所 租 成 的 开 凹 集 《 开 牛 空 间 的 交集 ) , 
在 7 = 2 的 情形 下 ， 我 们 很 容易 用 图 表示 ; 读者 可 参考 2. 3. 中 的 A, 
型 的 图 。 在 此 有 太 个 Weyl 室 ， 有 条 线 的 一 个 是 关於 基底 (o. B) 的 

基本 Weyl 室 。 
|. Weyl 看 显然 是 把 一 个 Weyl 室 滩 至 另 一 个 Weyl zz; 更 明确 
W, (EDET, Elo cy, T 是 正则 。 55— Jm, 77 
对 外 所 有 的 基底 有 排列 作用 。 c 把 入 滩 至 CA), M oC 和信) 温 是 一 个 
EE (RHE?) 。2 HERRE, SOR E, IDA E Weyl 室 跟 基 
底 间 的 对 应 是 一 致 的 ; WE Or, ca)= (5,0), MA eCAQ22= A 
(er), 


10.2. &BREEIRRSUSIR 


4 AdEMS — IB ESEXE RE PIPER — ECT ERR PE PCR [8 
BSA ”如 果 a 是 一 个 正 根 ， 但 不 是 单 根 ， 那 床 必 存在 某 一 
ARR a — B 是 一 个 根 《 必 是 正 的 )。 
EI 如 果 (a, 8) 三 0v BCA, WERE C10. 1) 中 的 步 县 (3) 
的 括 弧 训 的 性 解 ， 我 们 得 知 A URREA BERRE 
的 因 震 人 A 已 是 E 的 基底 。 所 以 存在 某 一 人 使得 a 一 B CO (H 
RP Sca v c SR， 所 以 就 可 以 应 用 引 理 9.4 T). E a= Xh 7 
(所 有 的 k20, — h> 0, T B), a— B= YET EOS 18 
中 至 少 有 一 傈 数 是 正 的 。 由 《〈B2》 中 的 麦 示 的 唯一 性 知 < 一 B rh 81 
的 保 数 都 是 正 的 ， 所 以 a 一 是 正 根 。 
K 每 一 8 St 都 能 够 写成 atat ta (GEA, IRA 
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HRW) 在 此 方式 下 ， 每 一 部 分 和 om 十 …… 十 oz 是 一 个 根 。 

ES 起 利用 引 理 以 及 对 A.B MAN 

BIEB ade BB, WE o, Wa 以 外 的 正 根 有 排列 作用 。 

EX 4Bco'-(a, B Yr EZ), BUR PM a RR 
例 。 所 以 存在 7 + a kt 0, 但 7 dos (B) 8 一 <p, a> a ihih 
TREE ko RIRS (P) 至 少 有 一 正 傈 数 〈 关 於 A) ， 因 而 必 
REN, Tni, (Pta, SE o ofi 

f EY. BWE (2) 6 一 a ya EA 

Hs) BURTHH3lEESQG, 

BIEC G co …… a A (RARR) , EL =c. WME 0 
ee o, (2,)- 0， 那 座 存 在 茶 一 $1 过 s 过 1 使 得 oeeo 

PIE | 

EB E [i—sjueeena(u) Li Lt 2., B= dB 
O ABKO 而 p- 0， 我 们 能 够 求 得 最 小 使 得 L0. WE o, 
(B,)=B,1< 0， 因 而 由 引 理 B 知 "B, 二 as。 一般 (218 9.2), ¿€ 
S IE 0,005077, RU, RE o m Getae Cam 
o) 因而 引 理 得 证 。 

X ”对 於 oc EY， 如 果 能 表 成 c 二 oa.…… ot 其 中 o; EKNER 
单 根 的 镜 射 而 且 t ERTEN RE oCay)< 0, 


10.3. Weyl E 


BifER PIR 188 822 ARKAE (或 是 Weyl 2) 的 排列 作用 
是 有 单传 涛 性 的 而 且 对 於 @ 的 任何 基底 和 A，2- 是 由 「 单 镜 射 | ( 妇 e 
ce A) 生成 的 。 

定理 ”倒是 中 的 一 个 基底 。 

(a) 如 果 7 E 是 正则 的 ， 则 存在 o Ey 使 得 对 一 切 aA, 


7 — CEQGBUREBUS Z5 

CoCr), > 0. (MAYE Weyl sz EBUTEJBJEBEGIERS) o 

(b) 如 果 A 人 /是 @ 的 另 一 个 基底 ， 则 必 存 在 v C% EB oC 人 人 = 
人 《所 以 YY 在 基底 上 的 作用 是 传 通 的 》。 

(c) MRa ERR, MEE o EVER oCa)EA 

(d) WY 是 由 一 切 的 e«(a A) 所 生成 的 。 

(e) 如 果 oC 和)= 人 A, 0 €%, Rho = 1 (所 以 WY 在 基底 上 的 作 
用 是 有 单传 通 性 的 )。 

起 明令" 是 由 中 一 切 eee 人) 生成 的 子 价 。 我 们 将 证 
明 对 於 2-，(a)- 人 成 立 ， 然 后 由 此 束 明 2 一 3 

(a) Kio =33 a WERE o E7” 使 得 CO) g) 俊 可 能 是 最 
X. ME a EHH, t CEW’, Hal o HRR, BACOT 
(ese (Y), 8)=(a(7), 04 (2) CECT), ò—a)= (0T), Ö)— (0T) a) ( 
引 理 10.2B WR). MA (600,002 0v a cA., ART ZER, 
所 以 (ol7), a) Ov e SA, BATME cla EZERTAN. 
MA GG, 007 0v a 2A, BÍEA "(7) 落 在 基本 Weyl 室 V CA) 
中 而 且 e()-€GQ)-A) iiit, 

(b) HH (a) AIR Weyl 宝 有 排列 作用 所 以 对 中 的 基底 也 有 
排列 作用 CREER) 。 | 

(c) 由 (b) 知 只 要 访 明 每 一 个 根 至 少 属 从 一 个 基底 就 可 以 了 。 因 
需 与 < 成 比例 的 根 必 是 十 we， 所 以 超 平面 PaPa) 和 Ps EB, 
因而 存在 7 EPa TEP, —8f B xa) (RAE). BRY 
足够 接近 7 使 得 (7', a=. >0 m0 >eyf +a, Bia 
€ AG”. 

(d) RATRE Y'= RARER EMA oa 《aE 中 )e 

^, TIR CO, MRE o EX IEB B =a (aS A, RE cams 
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一 aoa0-1， 所 以 oa 二 og top o CM, f 
(e) & oC 和 人)= 和 人， 但 是 o 1, MẸ o ZEHLELGUMIUR IRR SE 
(mod 我 们 知道 过 是 可 能 的 ) ， 就 说 是 o 二 01……ot， 那 麻 由 引 理 
10. 2c 的 系 知 ola 0 汗 与 假设 不 合 ， 所 以 o 二 1 。 

利用 (10. 2) 的 引 理 我 们 能 够 看 出 2 可 由 单 镜 射 生成 过 一 事实 的 

"oc RRI eda, GEA t 是 最 小 上 时, 我 们 称 此 表现 是 沽 
unu, MAR o= t; 和 是 o 关於 人 的 长 度 。 由 定义 1(1)= 0。 
如 下 ， 我 们 能 够 用 另 一 征 方 式 表 示 长 度 。 定义 n(o)=B(a>0|o Ca) 
<0}, 

引 理 A ”对 於 一 切 的 co €%,1(s)=n(e) 

性 明 ”利用 数学 明和 纳 法 。 如 果 1(o) 二 0， 则 o 二 1， 所 以 ao 
= 0 因而 =n) REZEKI c EA, I<) 都 
Rubi, W o FORERO o 二 oa1……044。 ARa =a 由 引 
38 10.2C 的 系 , ola) 尺 0。 做 是 由 引 理 10.2B Ann(eos)—n(o)— 
1 。 他 方面 1(c0e)=1(o) 一 1 <i), MAKRI, Ioda) 
一 4(occ) 因而 I(c)-n(o), 

其 次 ， 我 们 要 更 仔 和 地 检验 罗 在 Weyl 室 上 的 单传 省 性 作用 C 
定理 10. 3(a), (c)) 。 下 一 个 引 理 将 以 明天 於 人 的 基本 Weyl 室 的 开 
包 经 (人 A) 正 是 2 在 召 上 的 作用 的 基本 领域 ， 序 ,、 忆 中 任何 向 量 在 3- 
& lE RET HAERES CAO PS URS 

BBB 4ree€CA). WET Nac Vir ev A), 
那 订 只 当 = 1 时 oC7)=7， 

EA 我 们 可 以 假定 o 关 1。 Ko RREREEA O Sime 
cip， 在 此 o; oap 人 二 (as …… aij。 MA, o 中 的 每 一 部 分 各 
Cine On LSLE) BERMEA, 所 以 由 引 理 10. 2C 的 系 知 
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oieee 0。 由 苓 办 策 在 的 作用 下 保持 不 到 ， 所 以 我 们 能 
BA Cian o noh so) — C panenan 0, ##J 
R TEATRE Gia lia» eo Qit1) 的 适当 倍数 而 得 的 ; 所 
以 of<7。 壹 论断 也 壕 明 了 如 果 or= T, Hl cio7= T (7, aia) 
=0, Wit T € CA), 


10.4. PEIGRDHUR 


Just D 7I B RS CREARE IE EG T fE 9 6 p IA Ene RO D 
Re GE (9.3) m, An A» B,,G, EE, AT AXA TEREK. ) 
假定 人 是 中 的 基底 。 我 们 主张 @ EHW B Y A JEE, BDAOR 
可 能 写成 AUA;， 其 中 PXASBRAHEQASAO-O. AR DE 
FEl, $ D=0, U0, A0 MEA (0.,902—0, 除非 人 包含 
R O, 或 0。 中， 否则 我 们 必 能 将 人 分 制 ， 但 是 如 果 ACO 就 得 
(A,@)= 0R (E, @)= 0( 因 需 A 生 成 马 )。 然 而 过 是 不 可 能 的 因 乱 
G2 是 非 退 化 的 。 反 之 ， 令 中 是 既 狗 , 而 A=AiUAa 其 中 (Au A2 
二 0 。 出 定理 10, 3Ce) 我 们 可 以 定义 0;— (neo [Ee c TV ER. oE 
人 j,i 二 1 ,2。 所 以 名 二 D1U@。。 记 住 如 果 (a, B) — 0 就 得 ca08= 
Opa, KRY EH oaCaE 人 ) 生 成 的 ， 由 弹射 的 公式 知 O, 中 的 每 
一 个 根 都 是 由 Ai 中 的 某 一 个 减 去 或 加 上 A; 中 元 素 的 适当 倍数。 
所 以 O; 落 在 中 由 Ai 生成 的 子 空间 ER, WW. ®2)= 0, 
所 以 @;= 9 或 @: 一 用， 因此 A;= $ A= $ 

引 理 A” 今 中 是 旗 购 。 关 於 候 序 < 来 咒 必 在 在 唯一 最 大 根 B CH 
别 ， 如 果 a 到 6 就 得 hia —ht B, MA (po 之 0VaEA) 。 如 果 
B =k a(€ AD 那 床 一 切 的 ka> 0 

EI 今 6= kalac ARR T] 是 最 大 ; 显然 B > 0 如 果 

=[a€A|ka>0) 而 且 A.=(a€A]kE=0), XEBEA T ALUA: 
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Eat EGEASEÓ., BE (a, D Ove CA, (B|BE10.1); 
BES DEBE, 所 以 至 少 存在 一 个 a EAr (a, AD O. 因而 至 少 
存在 EA 使 得 (a, a7) 0, RE Ca 8) 一 0 。 肖 就 得 < 十 B6 
o (GER 9.4 ) 因而 和 有 的 最 大 性 质 不 合 。 所 以 As= $ 而 且 一 切 的 
kh 0 。 渤 个 论断 的 司 明 了 (a, 8) 之 0Vw CA 〈 至 少 有 一 wa 使 得 
(a, D> O SABAEREZH o 现在 合 P 是 另 一 个 最 大 根 。 前 
面 的 寻 葵 都 适用 於 P, MA P 中 至 少 有 一 “ (ERBO 使 得 (a, B) 
0, BIA (5820, Wi B5 时 8 一 8'E。 但 是 如 果 
一 PE@， 则 B-«D' 或 p< 。 过 都 是 医 廊 的 。 所 以 8 是 唯一 的 。 

BHEB. 今 @ RENH. BEYE E 上 的 作用 是 斌 欧 的 。 #& 
别 ， 根 a Hy -轨道 能 衍生 整个 世 

EI “一 个 根 的 3- 吉首 在 巨 中 生成 一 个 非 雳 %-- 不 饮 子 空间 ， 
所 以 第 二 个 主张 可 由 第 一 个 主张 推 花 而 得 。 至 於 第 一 个 主张 我 们 今 
E'E Erhtj—IB -RETAN E 的 正 交角 EU BEY -RET 
BRE-E'OE", iniR£a co, Hla eB’ 或 E'CP. ZA oa(E)= 
E'2ik CHER 9 1) 。 因 此 和 如果 a gE R E, 所 以 中 的 每 
RAE E' 或 E" 中 。 过 就 把 中 分 割 成 两 个 互相 正 交 的 子 集合 ， 
所 以 必 有 一 个 是 空 集合 。 因 篇 生成， 我 们 烙 论 EB/ 二 玉 

BIEC 邻 吕 是 解 移 的 。 闭 底 旬 的 根 至 多 有 两 种 长 度 而 且 长 度 相 
同 的 根 在 %- 的 作用 下 是 共 间 的 〔 序 其 中 一 个 必 在 另 一 个 的 or- 南 省 
中 。) 

EN fua. BEES, PARS (Oo) ERE GIM 
B) ， 所 以 不 可 能 一 切 的 oa) 都 和 有 是 正 交 。 如 果 (a, PEO, R 
们 知道 《参考 (9. 4)) a, B 的 长 度 在 方 比 可 能 是 1 2, 3, /2, 1/3。 现 
在 如 果 出 现 三 箱根 长 度 ， 那 庆 必 出 现 比值 3/2 BETAN, Sa, P 
有 相同 的 长 度 。 如 上 ， 只 要 将 其 中 的 一 个 换 成 其 27-388, BRTNB 
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定 此 十 者 不 是 正 交 QLER: TUAR), Bi (9.4, ERE 
«a, b>=<P,a> 二 + 1。. 如 有 必要 ， 我 们 将 8 换 成 一 B =c, (B), 
我 们 可 以 假定 <a, b>>= 1 。 因此 ， (esopg0a)(B)=0a08(8 一 0)= 
ga(—P—at+P)= ea, 

—H O JE BERTI SUE FERES FD BEES HE, 我 们 就 说 一 个 是 长 根 , 另 
一 个 是 短 根 。( 如 果 一 切 根 都 是 同 长 度 ， 需 了 方便 就 称 他 们 是 长 根 。) 

BUSD. 令 吕 是 既 移 的 而 又 有 两 相 暴 的 根 长 。 那 座 引 理 4 中 的 最 
大 根 6 是 一 个 长 根 。 | 

EN, a EEEREN. REEN CB, 6) 之 (oa a) 就 可 以 了 。 
Brki, RATAM EECA) mal yea. AB L- 
a>0 ( 引 理 4)， 我 们 知道 (7, 8 一 ac) 之 0Y7Y €€ CA), BEA 9 
DHr-Bfr-afA EBE (B, 2B, a)>(a, a), 


a 


L 40 E OfURHRA, A= {a | aC A RAEEA VEO HEE. 
ARER E A ATR E E F3 EUR RERO. 3. ) 

2. IRAJEORU— RAE, REKA (ZZ 由 (a=Be 
A) Jte Evil a, B 生成 的 子 空间 的 一 个 根系 (参考 加 题 9.7) 。 
试 推广 至 人 的 任意 子 集 合 。 

3. RELER 2 的 每 一 个 根 都 和 列 在 〈9. 3) 中 的 某 一 个 同 构 。 

4 RA C: 直接 简明 引 理 10.2A WR 

5， 和 如 果 o c EBRR 1 个 单线 射 的 一 个 乘积 ， 斌 性 tM 
Ko 或 者 同 饥 奇数 或 者 同 镶 偶数 。 

6. EXE EU sn:2—(+1) f$ sn()- C- D, ge 
sn 是 一 个 同 驴 (参考 A, WEP, CHY AYBR S。 是 同 构 ) , 

7. RGB EEAS Toes, PREN TEJ MPE 
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寺 的 交集 是 非 空 的 。 C 0; 是 记 在 7 s Yizo fito Uue ‘T Æ 
成 子 空间 上 的 投影 。 则 7 二 Xs. 党 所 有 的 T> 0 时 是 在 所 的 
交集 中 。) 

8， 倒 人 DD 是 的 一 基底 ，a c BEA, bas Eg =R,--Ra 中 的 
根系 〈 参 考 以 上 的 名 题 2) , Dap 的 Weyl ZY a 是 由 re 一 cc| Eat 
Tp 一 08|Esg 生成 的 而 且 A as TIARY WTR, REV as 的 元 
BOTRE AR rw ra) 和 2 中 对 应 的 元 素 的 长 度 是 一 致 的 。 

9， 试 及 2- 中 有 一 唯一 的 元 素 o MOREO (MRA) RE 
c 的 任何 减 稿 的 才 示 必 包 括 一 切 c (4C A). BARRE O 

10. 在 中 合 A= {ap nne 0. XA = X ha; (ke Z, 一 
切 的 有 之 0 或 过 0) 。 斌 语 7 是 某 一 根 的 一 个 倍数 可 能 是 0》 或 者 
FE o Ey a= kya; 其 中 一 些 k/— 0 而 且 一 些 k'<0, 

CEMRE: 如 果 2 不 是 任何 根 的 倍数 ， 那 床 超 平面 P.S UPa 
Mua EP UP,, RER o CHR UD Qs oo)>0。 认 是 0 
o SQ, p) (3 op) Y RC op]o] | 

ll. SFO EER, RE OV 也 是 猎狗 的 。 如 果 中 的 根 都 是 同 
RE, BE OU 也 是 一 样 ( 因 而 在 BY 和 dv 是 同 构 ) 。 他 方面 ， 
AUROCHWÉERIE, BE OV 也 是 一 样 但 是 如 果 a EER, BE 
av 是 短 根 ( 反 之 亦 然 》。 利 用 此 事实 就 恬 O 有 唯一 的 最 短 根 〔 关 从 
和 所定 六 的 偏 序 ) | 

12. MEOEEERURS. RAMA 10. 3B, 10. 4C. 访 明 中 有 唯一 的 
最 大 长 根 及 最 大 短 根 。 

13. REE (aED) 是 和 中 公有 的 镜 射 。 [在 错 射 的 超 不 面 中 
的 向 量 如 果 不 和 任何 根 正 交 时 ， 就 只 有 被 2 中 的 元 所 固定 。] 
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附 


m 


过 一 节 中 的 内 容 是 由 Serre[ 2]. FERARI 
1.23 类 


个 基底 而 且 Card A= I 


11.1. 四 的 Cartan 和 矩阵 


固定 单 根 的 次 序 如 (Cas ……, ap. ER (<an a>) 叫做 中 的 
Cartan 年 障 。 它 的 成 分 叶 做 Cartan 整数 。 璧 如 I = 2 时 的 垂 阵 是 : 

AXA( A 4a ze 3-1), 
当然 ， 和 矩阵 是 和 愤 定 的 艾 序 相关 ， 但 过 小 不 很 重要 。 重 要 的 是 Cartan 
ASBEJELABUSEBEARBH, 过 可 由 定理 10. 3(b) AH. 正如 (8.5), 
Cartan 矩阵 是 非 奇 器 的 因 般 入 是 四 的 基底 之 故 。 和 结果 ， 我 们 能 全 明 
Cartan 年 阵 能够 完全 地 决 定 中 。 

命题 4 PCE 需 另 一 个 根系 而 且 以 A'— (ales ay A 
基底 。 如 果 —a1a;—-—aj,aj wWlzid. Je d, WENS 
a 一 >a’ 可 唯一 地 扩张 成 一 个 同 构 2: ESE 把 @ = D 而 且 满足 
«$(2). 9(B)7- — «a, p> ya, PED, AOR Cartan ERER 
构 下 次 定 了 @。 

ES] ER A,A 分 别 是 已, B'， 的 基底 ， 所 以 有 一 唯一 的 向 
量 空间 的 同 构 $: E—OE' 把 a; BRE al VALLI), We, B 
EA 定理 的 假 谣 保 以 osa (6(8))= ee (B^) S B'——B', aa = 
$(0)—<B,a>%(a)=%(8—<B,a>a)=%((8)), ROER, 34 
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任意 a EEA， 以 下 的 图 是 交换 的 : 
$ 


E E' 
Ca | | Ohta) 
E —— — F 
Š 


QU D 的 Weyl # 2, 2” 是 由 单 弹射 生成 (定理 :10. 3()) ， 
所 以 映射 o — ó oo oj? 是 Z 和 和 之 问 的 一 个 同 构 把 5x AE 
cyto(aE 拓 人 A)。 但 是 每 一 BE@ 在 的 作用 下 都 对 赚 到 某 一 单 根 GE 
理 10. 3Cc))， 我 们 就 说 B —o(n)(a C AD, R&RGBIEIGIO CB) (6o0 ob 
—)9())€0', Bib ó 把 中 适 至 @' 上， 不仅 如 此 ， 镜 射 的 公式 车 
明了 多 保持 一 切 的 Cartan 整数 。 

此 命题 匡 明 了 一 件 事 ， 那 就 是 由 於 对 Carta 整数 的 认 知 而 重新 
效 得 中 是 可 能 的 。 事 洋 上 ， 要 识 计 一 个 能 写 下 所 有 根 REMEE 
根 ) 的 实用 方法 兹 不 是 很 困 妈 的 。 可 能 最 好 的 方法 是 考虑 根 链 (9. 4)。 
由 高 度 工 的 根 亦 郭 单 根 天 始 。 针 放任 何 根 对 ataj, 3B a; 的 aj- 
根 链 的 整数 r= 0 (BD aa; 不 是 一 个 根 (GIE 10.1) ) ， 所 以 
整数 4 =— <a, a>, 过 使 我 们 能 够 写 下 高 度 2 的 所 有 根 a， 因 而 
一 切 整数 <a, Qj>>。 对 於 高 度 是 2 的 每 一 根 a, 3B a 的 aj- 根 链 的 
整数 y 能 够 容易 求 得 ， 闵 因 o; 最 多 只 能 被 沽 一 克 (篇 什么? ) 因而 
4 可 由 7 — q 二 <a, a; >R BI 10. 2A 的 系 保证 了 一 件 事 ， 那 
就 是 如 果 我 们 重要 过 样 的 过 程 ， 在 足够 多 次 之 后 ， 必 能 得 到 正 根 的 全 
i 


11.2. Coxeter 图 与 Dynkin Mj 


如 果 a， 8 TB BURIER, 3E —a, B «B, a>= 0,1, 2 或 
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3 (9. 4)。 定义 中 的 Coxeter 图 篇 一 具有 /个 顶点 而 且 第 i 个 点 和 第 
J 个 点 (667) LE IIBER <a, a; 2, a> AR, SA: 


AxA O ° 
A, o—  — sə.oəhkyÜ 
B, ca 一 一 
G; e = 


当 所 有 的 根 的 长 度 都 是 一 样 时 ，Coxeter 图 能 决定 所 有 的 数 天 ai 
aj, [<a a= <a, aj> 之 故 。 如 果 有 两 种 以 上 的 根 长 (如 
B, 或 G,) ， 则 Coxeter 图 就 无 法 告诉 我 们 一 对 顶点 中 那 一 点 是 对 
应 於 短 根 ， 那 一 点 是 对 巍 於 长 根 〈 此 上 时， 是 是 由 二 或 三 个 和 棱 过 接 ) 。 
(然而 我 们 能 够 证 明 Coxeter 图 可 以 完全 地 沃 定 Weyl &, BEH 
f$ Coxeter RERE WERTHIR ZI Bua 9. 3) 

一 且 在 外 的 Coxeter 图 中 出 现 二 个 或 三 个 禾 上 时， 我 们 能 够 在 两 
个 根 之 间 加 上 一 个 指向 较 短 根 的 季 着 。 漠 个 多 出 来 的 资料 容许 我 们 复 
得 Cartan 整数 ; 我 们 夭 所 得 的 图 是 中 的 Dynkin BE], Gui, E% 
定 於 单 根 的 号 码 。〉 艾 如 : 


B Q——— 
6 QG =o 
另 一 个 例子 ; fAEL—f8I o—— UR 
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过 正好 是 和 入， 的 根系 相关 联 ) ， 读 者 能 容易 地 复 得 Cartan jE 


11.3. BEA 


记得 在 (10. 4) 中 生体 明 @@ 是 钙 狗 的 充分 必要 休 件 是 中 《或 等 於是 
A) 不 能 分 成 两 个 正 交 的 鞭子 集合 。 显 然 ，@ 是 弃 物 的 充分 必要 休 件 
是 它 的 Coxeter 图 是 连通 的 《在 一 般 的 意味 下 ) 。 一 般 而 言 ，Coxeter 
leri SEDED & 人 二 A1U……UA， 是 人 的 相应 分 害 ， 
其 中 (As AD=0yi +j, WF E, 是 由 A; 生成 的 ， 显然 五 = 
EQO QE, (EZER WE Ai 的 整 线性 租 合 和 中 的 交集 《此 
集合 叫做 OD 显然 形成 E, 中 的 一 个 根系 ， 它 的 Weyl REEE 
由 一 切 的 ccjz (aC A ENTE, Je, 每 一 E, RACE 
H (BRR Z A; 那 ou 在 E, 的 作用 是 自明 的 ) ， 所 以 多 是 
9.1 所 需 的 论断 也 立 朗 芒 明 每 一 根 落 在 某 一 个 E; F, Ë) 0=O,U 


TE O 〈 唯 一 地 ) A EEOSELKUBURG; EERTE E, 
中 ) RRES E =E QE, EREM , 


11.4. 分 类 定理 
在 (11.3) 中 的 计 葵 说 明了 一 件 事 ， 那 就 是 我 们 只 要 分 类 九 狗 根 
采 ， 或 者 说 连通 的 Dynkin 图 就 可 以 了 (参考 命题 11. 1) 。 


ER, MEOR I WEWRR BEER Dynkin 图 必 是 以 下 
的 某 一 种 《每 一 箱 情 落 都 有 ! 个 顶点 ) : 


86 — ZERUURIERER ZO 


Ail): 


Bi(z2y 


Ci (123): 


Dm 


Eg 


E; 


1 2 3 l-1 |I 
O— O: **- 0——90—3—0 
1 2 1-2 It I 
oO 一 一 : : + + Oo——Q——yV 
1 2 7 一 2 l-1 DC 
1 一 ! 
Q——O . ee 
2 
3 4 5 6 
2 
3 4 5 6 7 
2 
3 4 5 6 7 8 


Gz: CE 一 全 
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SU A-D E RIBUS TELE BD, K ! 加 以 限制 。 关 
於 所 标定 号 数 的 单 根 其 对 详 的 Carta 整数 可 参考 表 一 。 在 调查 上 列 
的 _ Dynkin 图 时 显示 出 除了 Bi, C1 以 外 其 他 所 有 的 情形 ， Dynkin 
图 都 能 由 Coxeter 图 推论 而 得 。 然而 ， B， 和 C, 都 是 来 自 同一 
Coxeter 图 ， 而 只 是 长 根 和 短 根 的 号 数 不 一 样 而 已 。 过 两 个 根系 ， 
dO B, RODESHB, 2222885), 

定理 的 证 明 。 主 要 的 想法 是 先 分 类 可 能 的 Caxeter 图 (忽略 根 的 
相对 长 度 ) ， 然 化 再 看 看 能 得 到 什么 样 的 Dynlsin 图 。 所 以 我 们 只 将 
一 些 基本 欧 氏 放 何 赂 用 到 有 限 向 量 集合 上 ， 其 中 两 个 向 量 间 的 夹 角 是 
由 Coxeter 图 决定 的 。 因 坑 我 们 忽略 长 度 ， 所 以 现 阶段 只 考虑 单位 向 
量 的 集合 是 较 闪 易 。 需 了 能 够 有 较 天 的 弹性 之 故我 们 只 做 了 以 下 的 假 
B ERKKA CHEXtHEBO ，.% — (ences s EE n FERE yr 
单位 向 量 集 它 满足 了 (6560-0 G3) EUR 4 (65 6*0, 1,2, R 3 
Ci 尖 力 。 肖 样 的 向 量 集 合 〈 需 了 人 乔 单 起 见 ) 叫做 容许 集 。 Cm 把 
根系 的 基底 元 素 除 以 各 别 的 长 度 而 得 的 集合 。) 我 们 对 集合 -xY 附 上 一 
图 忆 其 做 法 正如 我 们 在 上 面 对 根 系 的 单 根 所 做 的 一 样 ， 其 中 第 ;个 顶 
点 和 第 ;个 顶点 之 间 GAD 用 4 (sc? MERE 现在 我 们 的 工 
作 是 决定 和 向 量 的 容许 集 相 关 的 一 切 连 通 轿 GAMER Coxeter 
BD . RLOUUSERUPEBEG, HEPER ERBE 
rk EREE. ) 

(D 如 果 .Y 中 去 掉 某 些 ss， 则 其 余 的 还 是 形成 一 个 容许 集 ， 它 
图 是 的 由 荆 中 省 略 相应 的 点 以 及 一 切 与 过 些 点 相 接合 的 积 。 

(2) 在 中 至 少 有 一 秋 相 过 的 顶点 对 之 个 数 是 道 地 的 小 从 4%。 过 
s= Eu. WE {64…… 志 是 入 性 独立 ，e 大 0 所 以 0 (e 
n-lYGss) 4i. Re BTUASUNNSGRR CA0 HL 
Ad 第 了 个 和 第 7 个 顶点 相连 ) 。 於 是 4Csi, ej)? 二 1,2, 或 3， 所 以 特 


8 — ZERNESELAE ELE 8 22385] 
别 2 (es sj) 世 一 1 。 由 以 上 的 不 等 式 可 看 出 过 三 点 对 的 个 数 不 能 超过 
n—1l, 

(3) 本 不 能 够 包含 任何 循环 。 如 果 有 送 样 的 循环 ， 则 此 循环 会 是 
.x 的 容许 子 集 xY ' 的 图 (参考 (1)) ， 因 而 T ARX Q), Ha 
换 成 Card." 

(4) 以 盖 的 任 一 个 顶点 需 始 的 棱 最 多 不 超过 三 个 。 我 们 就 襄 e < 
AY, WIB pus m 是 .YY 中 与 相连 的 向 量 GRRR IRE 
1, 283), Bl(S0-—0, HP e zs sn NUES. 由 
G) Ai rh EW BERG, BEES P Eg, Qs 20 0, 
BRS RHONE, MAZE e pen p 所 生成 的 子 空间 有 一 
向 量 p Ne 7. 之 全 体 都 是 正 交 ; 显然 (65070. HE e 
= Xam PD =C) Š G), BRR (enti 


i 


RKR 之 499? 一 4。 但 是 Cen)" 是 n ME ç OB, W 
i, 
(5) 一 个 容许 集合 .的 速 通 轿 如 果 会 包含 一 个 三 芒 的 必 是 
oo G, 的 Coxeter [D 。 ETM CD MERR 
(6) 今 {e s CATE O——O + * oo 


CT 中 的 单 链 ) 。 如 果 v" (Y {ep e DU e= X 

es, BEA 是 一 个 容许 集合 。 〈.%x/ BERE D rb f Bd — 35 
而 得 的 。) Y AXE. BER, erens- 1 (<i<k 
—1 BIB. (e) k -E2X Ge) b - D) 1, 所以。 是 一 
单位 向 量 。 由 (3) 知 任何 € {en s ej 最 多 只 能 和 一 个 es 
1 之 i 之 8 相连 ， 所 以 G= 0 或 (7 =m) L Lh R 
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论 那 一 种 情形 ， 4 (7， cs)2 一 0， 1, 2, 或 3. 
C) PAGS TIS TE: 


SETA EB TE HO) SESA DDEl. Æ (6) 
ERTEBER- BRERA- -EAREN PAREA THER 
TER (4)。 


O——U——D 


一 一 
— 


(8) 一 容许 集合 的 连通 图 必 是 以 下 的 一 箱 : 
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. E 
JY 4^ 
M M 
/ z 
- 


& 


事实 上 ， 由 (S) 知 只 有 CREE g =F, AA 
aE- ER SEREHCG A — HIT RT 


BEEZ CD, BEEAEEAOIHBL—fHSEBE, 不 仅 如 此 ， 如 果 Tr AH 
&, RETEA (CHEAD GRÆKERE 《7)) ， 


所 以 第 二 轿 是 公有 的 可 能 性 《由 《〈3) 已 知 不 可 能 有 循环 ) 。 最 后， 今 
TREER; WETERE, 则 它 必 须 是 单 链 〈 又 是 因 希 不 能 有 循 
5D 。 如 果 刀 有 千 时 ， 也 不 能 多 於 一 个 ， 否 则 违反 《72， 所 以 第 四 图 
是 剩 下 的 可 能 性。 
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(9) 在 (8) 中 的 第 二 型 的 连通 图 必 是 Coxeter 图 F, 
0 一 CO 一 一 0 一 O 或 Coxeter 图 B,(—C,) 


o 


2, 4 ， & 
i £ = >, tsj 7) = 2 Jio 由 假设， 2065 5;45)— — 1 22 Oo Ni) 


而 且 其 他 任何 的 一 对 根 都 是 正 交 的 。 所 以 (e 6)= Si icrb 
—--D/2, G5) a(--D/2. RB 4 C 9) 2, 所 以 我 们 也 
有 Gom — pa sm 加 g2/2。 AR eun RERED Br 
以 由 Sachwartz 不 等 式 得 (e 2)! (e, e), 7), BRp2q2/2<p(b+ 1) 
q(q+1)/4, EK (5—D(4—0-—2. 满足 此 不 等 式 的 解 是 为 = q 
=2 (因而 是 F) 或 p= 二 1 (任意 ) ，4 = 1 DER). 

(10) 在 (8) 中 的 第 四 型 速 通 图 必 是 Coxeter 图 D, 


o=o oo] 或 Coxe:er 图 E, n=6,7, W 8 
o_o L ov...o ED 


BAe? 《 是 互相 正 交 的 粮 性 独立 向 量 ， 而 且 儿 不 是 《和 y 的 
一 个 非 零 生性 组合 。 正 如 (4) 中 的 司 明 ， 我 们 因而 得 cos?0,-cos?b, 十 
cos 6,1, SER bu go 6。 分别 是 儿 和 s，7，5 的 次 角 。 计 算 如 (9) 
RELS- IRERE (s,s) 二 pCp 一 /2， 同 理 。 (5 )—4(4— 
1/2, CE 6)=7Cr—1)/2。 所 以 cos?9,=(e, 9)?/Ces XH, g) =Cp—1) 
Cep */ (5) S CO D/ 8 1) G — 0/25 10/5. 
同 理 cos, =-7(1- +), cos, =—(1— 4), 加 起 来 ， 我 们 得 不 等 
A1/201—1/5--1—1/g--1—1/r)« 188C91/p-+-1/a+1/r> 1 , B 
O 便 提 一 下 ， 此 不 等 式 具有 你 久 的 数学 历史 。》 只 要 改 楼 标号 ， 我 们 可 
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以 假设 1/p<1/q<1/r<1/2; 如 果 力 , 4 或 了 7 = 1， 我 们 就 回 到 A, 
5). E, Bone CO 就 得 3/223/0—1, Bibbr = 2. RE 
1/p+1/q>1/2,2/q>1/2 WB 2-24 <4. 如果 4 —23, Rl 1/p 
1/6 HA <6. Bibl (boq,r) 的 可 能 情形 是 : (p,2,2)=D; (3; 
3, 2)—Egs (4,3,2)— Ez (5,3, 2) - E, 

EL ERU SER SEDIT B EG ze ]rh EI e E Sr BO BTS CS BL E: 4 
一 G 型 的 Coxeler 图 之 一 年。 特别 ， 根系 的 Coxeler BLD Eg EE 
中 的 一 种 。 但 是 除了 B, C, 以 外 ， 其 他 一 切 的 Coxer 图 都 唯一 地 决 
定 了 Dynkin 图 ， 所 以 定理 得 证 。 


表 一 Cartan Ef 


2—I Oe 0 
—1 2 一 1 0. 0 
A, 0—1 2 一 10. 0 
0 0 0 OQ. —1 2 
2—1 10. Ó 
—I 2-1 Oe. 0 
B; es】 
~0 0 Oo 一 2 一 2 
"0 0 0O..................... —] 2 
2—] OQ. HH 0 
—I 2-—]-:e Hee HH 0 
Ci | SA AU 
0 0 OQ. 一 1 2-—1 
0 0. —2 2 
2—] QAM 0: 
—1 2-1 a 
D; 0 0......... —1 2-1 0 0 
0 0... —1 2 一 1 一 1 
0 0.................. 0—1 2 O 
0 0.................. 0—1 0 2 
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8 m= 
1， 斌 验证 在 表 一 中 所 有 的 Cartan ABB, 
2. ARR Cartan 乍 阵 的 行列 式 值 〈 对 AD, 型 可 用 数学 昭 业 
法 ) 如 F: 
Ar 121; B: 25 C2; D 4 Ej: 3: Er 2: EF, MR G,: 1 
3. 利用 ALD 的 算法 试 写 下 G, MARR. H 
2—1 0 
e; (-1 2-1 amas, 
0 一 2 2 ' 


4 武侠 一 根系 中 的 Weyl EMERARA Weyl 
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FHERR. 

5. REAT B, C1 7b, 49—IRERIOBURRVCHUS RER. = 
IB, 和 C, 9818. 

6， 设 若 一 个 Dynkin 图 包含 在 另 一 个 Dynkin 图 上 时， 如 Be 在 
E, rh, E, 在 E, ， 武生 前 者 所 对 巍 的 根系 也 必 包 含 在 后 考 所 对 应 
的 根系 中 


12. AAAA 


Ea tiik (809) RRUAR GEE) Dynkin 图 已 决 
EHK.  BUERUB TIENS 4 一 G 型 中 的 每 一 图 确实 是 属於 某 一 根系 
中。 在 此 之 后， 我 们 概略 地 讨 花 Auto, AD, 型 的 根系 其 存在 性 
可 藉 着 妖 明 每 一 古典 狠 性 李 代 数 《 1, 2 ) 的 根系 是 指定 型 的 一 逢 而 得 
叙 。 然 而 在 过 样 做 法 下 ， 我 们 须 先 证 明 过 些 代数 是 个 单 的 《参考 第 九 
Bb) 。 因 而 和 给 一 个 直接 的 造 法 是 比较 容易 而 且 温 样 做 法 可 使 得 Weyl 
SED REEL EAS, 


12.1. A 一 G 型 的 造 法 


我 们 将 考虑 交 个 不 同 的 空间 R, 其 内 积 如 常 ， 其 一 标准 正 交 基 
ER s, …… en。 此 基底 的 一 切 整 保 数 狠 性 租 合 形成 一 个 格子 ， 记 般 
T。 在 每 一 种 情形 下 ， 我 们 将 取 E 篇 R (或 具有 沿 绕 的 内 积 的 适当 
子 空间 ) 。 那 座 @ 将 定义 成 在 了 中 或 其 适当 子 春 ) 中 具有 特定 长 度 
的 向 量 集合 。 

因 篇 了 是 格子 (因而 在 R^ 的 通常 位 相 中 是 肉 散 的 ) ， 然而 在 
R" 中 只 有 一 种 或 二 种 长 度 的 向 量 集 合 是 聚 帮 的 CAMERA) , Pe 
是 中 必然 是 有 限 的 ， 而 且 依 定义 是 不 包 合 0 的。 在 每 一 征 情 形 下 ， 将 
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@ 会 生成 刀 〈 事 实 上 ， 我 们 能 明 礁 地 列 出 中 的 一 个 基底 ) 。 因 此 是 满 
jg RI。 所 疆 的 根 长 也 使 得 (R2) 当然 成 立 SG (R3) 只 要 检验 
BIA e.(aco) 会 把 四 映 回 中 (或 它 的 特定 子 春 ) 就 可 以 了 ， 因 
[EB e(0) 自动 包含 所 需求 长 度 的 向 量 ， 而 〈R3) 就 可 由 
(RA) ER EI (RD, REGEPEREERTZIBESEUS 2 的 向 量 就 够 
T. SADHAR (a, B)SZ(a, Be D, | 

KTEERHZE, SUPIBUÓEA HUE A 一 G 等 情形 。 在 利用 
上 面 所 略 述 的 方法 验 吓 了 (RD 至 (RA 之 后 ， 访 者 将 会 发 现 所 得 
的 Cartan Ek (11.4) 的 是 一 致 。 

A,G2>1: QER A 中 和 向 量 61 十 e2…… 十 cit 正 交 的 子 
sz 5I—InDE, WBXEO -(acl'||(a2)-2), MRO (s 
—ej|izjh BHEE Qi 二 ei 一 sin(1 达 i 过 1) EREE, ME 01 一 sj 二 
(eisem) teentje) i <j, BEAT a << Xo 
的 一 个 基底 。 如 此 显然 可 得 A, 的 Cartan EBE, 最 后， oale) 
Eito Sale) 6; 以 及 .oai(e 站 一 cj j i, i + 1, PA ou; SE 
OSH82L Sin 中 的 对 换 GOLD: GEXSHÉUEGS Sm, 所 以 我 们 
EMHI RE Sit 的 自然 同 构 

B.(I>2): & E-R,o0-(acl|(ma)-182). @ 显然 是 
HPE +e; 《长 度 的 平方 是 1 ) MARE) P 了 (长 度 的 在 
方 是 2》 和 组 成 的 。s1 一 sz, ez 一 so S sas 等 1 MARERE 
独立 的 ; 短 根 ，6;== (etim) t leii eid T Gia -6D-e; 
而 长 根 s 一 sy 或 si 十 sj 也 有 类似 的 表示 。 汪 个 有 序 基底 的 “Cartan 
矩阵 显然 是 Bı o SERABI {61,……, e1} 上 的 一 切 排列 以 及 释 
st, BHBNLHUM, MASM (L/22).S, Bp (Z/2Z)! 和 S, 的 中 
ER (和 合 者 作用 从 前 者 之 上 ) ， 是 同 构 。 

C3); 将 CD 看 成 B, 的 根系 的 对 偶 是 较 方便 的 〈 当 
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I=28, B,-C) , 2328988 11.5, RATJERREE E=R 
中 ; 2e) Pj ERRER C, 理 的 根系 ， 其 基底 是 
Ceren s eaen 2e). WRR Weyl SERI. B, 的 是 同 构 。 

DUZA: 4 E =R, 9 (acI|(a a)22) (Eie) |i 
Jl. REER I MIRESLE 61 一 ez,……, 61a 765 Eate, 《因而 
得 到 D) Weyl S (s, ei) EIS AHBEERUR UE GERHR MEA 
MSS, BAI RI CZ/22)77-5, 是 同 构 。 

Es E, E: 我 们 知道 Eo E， 能 够 自然 地 和 E, HTSURSER 
(HE 11.6), MURES E, 就 足够 了 。 不 巡 过 个 造 法 是 簿 复 训 
些 。 取 ESR, P= I ZG do ))/2 IX cie 6/2 Ce 
十 …… 十 so)1 十 吕 c: 是 偶数 }。 GUE IU EOD WFR! ) EA 
O-(aeIaa)-2), Wü, ORME) (ZJ DR+ X, 
(-D*Cs (在 此 “AKCD= 0，1 而 且 其 和 是 偶数 ) MARN HRR 
的 结果 知 一 切 的 内 蓉 都 是 整数 《着 是 必须 检验 的 ， 芋 因 我 们 处 理 的 对 
象 是 比 了 大 的 格子 ) 。 至 於 基底 我 们 取 其 霹 { 记 Ce@: 十 6 一 (十 …… 十 
67), ea 十 en ea 一 ep ea 一 sz st 一 so 一 2 一 ee ez 一 sj。 (安排 各 样 的 
AUFIEGHESIEGE (11.4) 中 E, 的 Caran EBE, ) 读者 最 好 自 
BRE Weyl RETKE 2357, 

Fe E=R*, 7 一 了 十 Ze 十 ez 十 es 十 es)/2) D= {aE | Ca, a) 
二 1 或 2?}。 於 是 四 是 由 te eme) Ej DEL Gb 
ste) 之 全 体 所 组 成 ， 在 此 正 抽 号 可 以 任意 取 拾 。 只 要 验证 一 下 便 
知 一 切 的 内 积 都 是 整数 。 至 从 基底 可 取 篇 (ees tete 可 (Ce 一 
aese} EEI AERE 1152, 

Gs: 在 第 九 季 中 我 们 已 明确 地 造 了 Gs。 在 抽象 的 方式 下 ， 我 们 
能 够 取 E={rER |C, etete )=0}, = TINE,®={aEl’I(a, 
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A= 2526), PADS (61—656,—54 6 一 eg 281 一 6s 一 63, 2,5—5, 
一 es 23 一 61 一 ej}。 至 从 基底 可 取 篇 ees —2e- bebes (A HE 
用 如 何 呢 ? 》 
定理 ”对 於 4-G 型 的 每 一 个 Dynkih 图 (或 Cartan FREE) ， 都 
TEMERARA ERS Dynkin fif, 


12.2. pia 


我 们 将 对 每 一 个 根系 中 的 Auto 做 一 个 完整 的 描述 。 记得 由 引 
m 9.2 可 以 以 明 一 件 事 ， 那 就 是 2 是 Auto ESTA CERE 
9.6) , AT «(ce Auto |e( A) A], AR&OI—IBISGREXES, T 
显然 是 Auto 的 一 个 子 天 ， 如 果 ST nz, HER HJ B HER 
性 (定理 10. 3(e)) ， 知 = — 1 。 不 仅 如 此 ， 如 果 r Awt®D， 3) 
z( 人 A) 显 然 是 四 的 另 一 个 基底 ， 所 以 存在 o EZ 使 得 or 和信) 二 人 GE 
38 10.3() , Hilt c € D J^, HA Auto D 32^ ^R, 

对 於 一 切 的 + c Auto 以 及 一 切 的 a, Beo, Sia, B — 
<z(e),z(8)2>, Bible S DP Dynkin 图 的 一 个 自 同 构 (在 显然 
意味 之 下 ) 。 如 果 z 在 Dynkin 图 下 的 作用 是 自明 的 ， RET = l: 
.《 因 入 人 生成) 。 他 方面 ，Dynkin 图 的 每 一 个 自 同 构 决定 阳 的 
-EHRE (参考 命题 11.1)。 所 以 可 以 认同 是 Dynkin 图 的 自 同 
HER. REAA (11.4) 的 表 就 得 到 本 的 一 个 描述 。 以 下 的 表 一 多 
千 这 样 的 描述 以 及 旗 狗 根系 中 的 一 些 有 用 套 料 。 CRISE UNE HEB 
Dynkin 图 自 司 构 仅 当中 只 有 一 个 根 长 时 才 存在 ， 所 以 党 Dynkin 图 
和 Coxeter 图 一 致 竺 ， 我 们 也 用 图 自 同 构 着 个 名 词 。 D 
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Ej — 
型 | AR ZU Z b r 
| 
A | (I$) a Sin Z/22G(E>2) 
Bi, C: P 2! (Z/2Z) aS; 1 
D, | r-i 2] DnS: (2a, 
E, | 36 2.3.5 Z/2Z 
E, 63 2135.5. 7 1 
Es 120 2H.35.52.7 1 
F | 24 27.32 1 
G, 6 23 D, 1 
E E 


L RER (12. D) 中 的 建构 。 

2. ARAR. 

3. 4Oc Eig (R1), (R3), (R4) ERRE (R2), 28 
题 9.9, Wp pog OJEELÉUMS OETA) , RECE 
E (n—dimE) 中 B, 型 C。 和 型 的 根系 的 联 集 ， 在 此 ，B， 的 长 根 
也 是 C, 的 短 根 。 (在 文献 中 过 叫做 BC, 型 的 非 减 缩 根 系 。) 


表 二 、 最 高 长 根 和 短 根 


型 长 根 cou 


Bi a, 205 - 20s 2a 1Q1 十 Qz 十 …… 十 Ql 
Cr 2a2a,+ eee +2ai- al ai 十 202 十 …… +2a,- +a, 


a, T2063: Farst aiita 


E; 0; -2054-2a041-3a,4-2a54- a5 

E, 2a,4-2a5-3a3- 4a,4-3a;4-2a54-2; 

E, 20,4-323--4a3-1-6a.,4- 5054-4a,4- 384 1-20 

F, 2a,4-3a54-4a44-2a, oj 十 2a? 十 3as 十 2a 
G, 3a, +2a; 2ta I 


4. BAR C。 中 的 长 根 形成 五 中 的 一 个 A, BIER. 

5， 在 造 C, 的 过 程 中 ， 中 是 否 可 以 看 成 了 中 长 度 平 方 马 2 或 4 
的 向 量 集合 ? SABLULZ., 

6， 斌 媳 映 射 a 一 一 一 是 的 一 个 自 同 构 。 斌 决定 在 什么 样 的 
弃 蒋 根 桑 多 中 此 映射 会 属於 Weyl g, 

7. MK DA, sib Auto, 


WR 


. 过 一 节 的 材料 的 处理 方式 是 以 Serre [2] KER, 有 关 各 个 根系 的 更 详尽 资 
料 可 参考 Bourbaki (2], 


13, AH 4948 E E AR] 


TEE — Bü rp kB hat y PER E FOI AER E PRR RA 
关 的 部 分 。〔 在 第 四 章 中 才 会 用 到 这些 讨论 。) 4 DERRE E h 
WRR, AC 是 它 的 Weyl &, 


13.1. d 


A A= [EE] <a> vacoy X ES A BIZGSERSMES AR 
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<2 a> Be ERE, P LLA E E — TZ A£ 
EO, DA, 表示 根 格子 Co Arhi OE T3E) 。 在 专门 的 说 法 
ZT, A, 是 EE 中 的 一 个 格子 ， 它 是 中 一 个 了 -基底 E, EARR 
集合 的 整 傈 数 粮 性 组 合 之 全 钵 。 固 定 一 个 基底 人 CD。 半 从 2e A 
来 说 如 果 所 有 的 整数 —2, a 二 CaS 和) 是 非 负 的 ， 我 们 就 说 它 是 制 园 
权 ， 如 果 渤 些 整 数 是 正 的 ， 我 们 就 说 它 是 强制 国 权 。 邻 A+ 是 制 加 权 
之 全 体 集 合 。 在 《10. 1) 的 语言 下 A"—0€ABeV€CA), Aii 
ANZA ER HARNA, | | 

AURA — (e, sa), Eaa), 1<i<1, WEB 
成 E 的 一 个 基底 。 邻 1, …… 2 IRAE OS E LARED : 
2(2 oj)/Cap 05) 914, VES SUR As a> (aG A) 是 非 负 整数 ， 
所 以 2; 是 制 园 权 。 我 们 称 他 们 篇 基本 制 园 权 (天 大人) EE, o 
= 一 6;ai。 如 果 2 是 任意 的 ， 例 如 2 是 任何 权 ， 今 Mi 一 < 
a>., BÆ 5x1- EmA a> ya EA, PA G Èm; a)= 0 
或 1 = Ym, BEARA GO LED) 篇 基底 的 一 个 格子 ， 而 且 2 
€A* 的 充分 必要 休 件 是 所 有 的 mco CRAB, A. 型 ) 


天 蕉 格子 的 一 个 基本 事实 是 A/A; 必 是 一 有 限 众 《叫做 外 的 基础 


HIE 根 条 [o 

剧 ) 。 我 们 能 够 直接 地 看 出 过 一 点 如 下 : 记 a= Si MijEL), 
於是 <an a= EMAA >= Mik Mi Cartan ERE 

了 

示 基 底 的 沟 换 。 和 需 了 要 以 a; 表示 4;， 我 们 只 要 求 出 Cartan BERG 
SUBEEETI: ” 它 的 行列 式 信 《参考 加 题 11. 2) 正好 是 分 母 ， 所 以 
RRETA, 在 人 的 指标 。 SA, 在 A, 型 中 ，ai 二 24，〔 过 是 单 
根 愉 好 是 制 固 权 的 公有 人 情形， 其 理由 在 以 钱 将 显得 很 清楚 。〉 在 A, 
m» ome t [1 j) BIB m —24—3 和 am — AE 


21, Kf Cartan 年 阵 的 邀 矩阵 求 出 ， 即 1/3) (+ 3) BB a= 
(Qaa) 和 Am Sn 22), 只 要 计算 Cartan SB 
ERURÉBUPHESR IS BERONE RU FARR A / A MERAT: 

An 1-1; B5 C4 En 2; D, 4; E, 3; EF Gs, 1 

多 花 一 点 工夫 之 后 ， 我 们 能 够 计算 出 用 a; ZR 4 的 明确 方法 。 
MORBUS IUSERDE ELLE HDIRUETUN, (SCRI IS, RIRE 
把 它 列 在 才 一 中 。 基 础 硬 的 确实 桔 构 可 由 初等 因子 的 计算 或 由 表 一 导 
出 CENA), 


13.2. SmE 


@ 的 Weyl R7 RR E 上 的 内 积 ， 因 此 保持 ATE, (事实 
上 ， 我 们 已 做 了 更 正确 的 观察 0;% 二 一 6ija; 。) 在 研究 表现 理论 中 
HERRI PE. hH 10. 3B 我 们 能 有 以 下 的 事实 。 

BRA £ 的 作用 下 ， 每 一 权 都 和 一 个 旦 是 唯一 的 制 辕 权 共 
BE, MREMA, 那 座 对 一 切 的 o 会 Zi 我们 有 ol< 2， 而 且 如 
果 2 是 强制 辕 时 ， 则 o2= 2 导致 "= 1 。 

身 震 已 的 子 集合 ， 人 也 是 有 偏 序 : 2 > /的 充 要 休 件 是 1 nf 
正 根 的 和 《10. 1)。 不 幸 ， 此 顺序 和 制 固 性 之 间 没 有 更 密切 的 关 你 ; 
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璧 如， 我 们 容易 找到 4 > e, Hp n AEOBIEII 4 不 是 制 较 ( 履 题 2 )。 
下 一 个 引 理 将 访 明 ， 人 无 论 如 何 ， 对 於 人 来 设 制 固 权 也 表现 得 不 太 壤 。 


= 一 
Aii UL it Dat SH Dag GT DEED) 
aj 4d — it Da; iCcl- ande Ha 
By jd, Eas Go Dairesi mme) G<D 
a=} (at 2a, bla) 
Cj 42,2054 77 tiCait vert tania 
Dj =a E2254 4 GT Dag a bla dde), i+ 


Am (atat UT Dad at 4-2) 


A V (a1 Dac O- 2H 181) 
在 以 下 的 表 中 ， 了 qiai MAR (duces q) 


E; 4= 了 (4 3, 5, 6, 4, 2) 
42 一 (1, 2, 2, 3,2, D 


L= +G, 6,10, 12, 8, 4) 
1,— (2, 3,4,6,4,2) 


Ala, 6,8, 12,10, 5) 


k= +G, 3,4,6, 5,4) 


E; ` A= (2, 2, 3, 4, 3, 2, 1) 
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L=, 7, 8, 12, 9, 6, 3) 
43 一 (3, 4, 6, 8, 6, 4, 2) 
2,— (4, 6, 8, 12, 9,6, 3) 


Ai, 9, 12,18, 15, 10, 5) 
4g— (2, 3, 4, 6, 5, 4, 2) 
,= G, 3, 4, 6, 5, 4, 3) 


Es: A= (4,5,7, 10, 8, 6, 4, 2) 
1 一 (5,8, 10, 15, 12, 9, 6, 3) 
21,=(7,10,14, 20, 16, 12, 8, 4) 
A,— (10, 15, 20, 30, 24, 18, 12, 6) 
45— (8, 12, 16, 24, 20, 15, 10, 5) 
à,— (6, 9,12, 18, 15, 12, 8, 4) 
4;— (4, 6, 8, 12, 10, 8, 6, 3) 
= (2, 3, 4, 6, 5, 4, 3, 2) 
Fu A-Q,42)- 
45— (3, 6, 8, 4) 
4,= (2, 4, 6, 3) 
4,=(1,2, 3,2) 
G, 4,= 2,1) 
4, 二 (3, 2) 
引 理 B. 24 A+, Rl (z ] 是 制 面 权 而 且 4< 4) 88— HER 
集合 。 
RES] 44 = ra, us BARET, Yisa AURA 
>u, BREDH rst, BER s; 的 可 能 性 只 有 有 限 多 个 。 
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13.3. d ò 


EA GIE 10.28 WR à. =7 Xa, WE edo a; Ci 
二 1D。 当然 ，5 不 一 定 会 落 在 A，( 参 考 4, 型 ) 中 ; 但 是 5 是 落 在 人 
中 。 更 正确 的 说 法 是 : 

BEA. = 之 2， 所 以 5 是 一 个 〈 强 ) 制 固 机。 

人 证明 ISIS - à —a;, (5 一 ap a) — (0; à, 0;07)= (9, — 0), 
或 2(0,o0;)—(aj,o;) R<, a; >m l AiL, [Ró- Z <ð, a> 
à (BZD , FARRE 

下 一 个 引 理 只 是 一 个 附属 的 烙 果 。 

BIB. 4 uc At. v =o lu (0S4), 於是 Qo 0, vt) 
十 5, p 十 5)。 等 号 成 立 的 充 要 条件 是 o = 1 或 了 = 0 

EB, G+6,v+6)=CoCv+6), Cr+) = (taa, pto0)=(p 
+ò, +0). —2058—a5), AR # ERETI ð -oò 是 正 根 的 和 
(BIE 13. 2A 和 13. 3A) , BCH pti) 等 号 成 立 的 充 要 
条 件 是 (a, 6—a8)= 0 。 除 非 # = 0 (=v), 否则 过 会 使 得 5 一 c5= 0 ， 
或 c=1 (3 引 理 13.2A 和 引 理 13. 3A), 


13.4. diiit 


在 表现 理论 中 ， 有 某 些 ”不 变 的 有 限 权 集 扮演 了 一 个 相当 突出 
的 角色 。 兮 下 是 人 的 一 个 子 集合 。 如 果 对 一 切 ET, a EPAR O 
cda, R-i 也 是 落 在 T 中 则 称 下 坑 鳃 和。 首先 要 注意 
的 一 件 事 是 任何 鲁 和 集 自动 是 I CREE, SEQ c= à — à a> a 
而 :VY 是 由 弹射 生成 之 放 。 仿 本 是 一 个 饱和 集合 。 如 果 ACIES 
一 切 的 AE x, 二 +， 我 们 就 说 本 有 最 高 摊 2 Qe Ar), Wen: (1) 
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(0) 是 多 和 而 且 其 最 高 机 是 0 (2) 咎 单 李 代数 的 一 切 根 和 0 一 起 
也 是 饱和 。 一 旦 中 是 鳅 移 ， 则 有 一 唯一 的 最 高 根 〔 对 於 @ 的 一 个 固定 
基底 A) CR 10. 4A) ， 所 以 二 以 此 根 篇 其 最 高 权 CERE? ) 

引 理 A 一 名和 权 集 如 有 最 高 权 必 是 有 限 的 

证 明 ”利用 引 理 13. 2B。 

BIB 今 T 是 全 和 的 ， 而 1 是 其 最 高 权 。 WME At TB. z 
一 ?2， 则 ApAET。 ` 

Hu) 假定 /=p/ 十 >haa ET WE, (注意 : CEPS 
假定 z^ RAE D 我 们 将 指出 如 何 将 k, 一 个 一 个 减 去 而 其 结果 渤 
是 落 在 本 中 ， 从 是 最 合 得 证 4 全 。 当 然 ， 我 们 是 以 2 做 出 发 点 。 现 
在 假定 以 六 x， 所 以 有 某 些 ka 是 正 的 。 从 (Zhaas XE 0, R 
们 得 知 有 某 一 6 入 使得 (kaa, 8)> 0 ， 其 中 Ra 0, HI <> 
kaa, B— REB. DAS o AAK, A< BL 是 非 负 的 。 所 以 
<, 8> 是 正 的 。 由 蚀 和 集 的 定义 ， 现 在 我 们 能 够 从 ”中 沽 去 一 个 

6 其 结果 泽 是 落 在 本 中 ， 因 而 就 少 了 一 个 hp 。 

z EBNER). ATENH, ?2 是 其 最 高 权 。 如 果 LE 
T.U 2， 那 魔 存 在 茶 一 a c ABS u + a SS Tr, 

B HE UTEE, WELFE a C A 使 得 ua 是 
一 道 地 的 负数 ， 所 以 六 Ata, e ph aca 都 落 在 下 中 。 
如 果 pz 是 制 帮 的 ， 由 引 理 的 以 明 我 们 得 知 4 是 由 2 溅 去 一 个 单 根 而 得 
而 且 z SE E 26 T rh, 

”一 个 具有 最 高 权 2 的 饱和 集 T 在 引 理 B 的 照 风 下 显 出 一 幅 清 楚 
的 影像 ELT T 是 由 一 切 低 於 或 等 於 的 制 圈 机 及 他 个 的 
J^ KERER. HI, SAEK SC A+, 至 多 只 能 有 一 个 过 
楼 的 集合 TT 在 在 。 反 之 苛 定 2 人 +， 我 们 只 须 定义 下 是 由 一 切 低 放 
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.4 的 制 圈 权 及 他 们 的 Z - 共 应 所 租 成 的 集合 。 ARTEZ KEAT 
RETE, BIDABESSOEIBOCBRTUME CEDEIO) ， 又 由 引 理 13.2A An 
TT 以 2 篇 其 最 高 权 。 

我 们 访 明 一 个 不 等 式 做 篇 芝 一 节 的 结束 ， 此 不 等 式 圣 於 应 用 
Freudenthal 公式 时 是 很 重要 的 。 

引 理 C. STERN, 1 是 其 最 高 权 。 如 果 acer, WE Ca-ró, 
4 十 0) 达 G4 十 6, 4 十 0)， 等 号 成 立 的 充 要 条件 是 4 二 4 

RES] 由 引 理 13. 3B 知 ， 只 要 考虑 /是 制 较 的 而 且 4 夫 4 就 可 
以 了 。 由 上 面 引 理 了 的 系 知 ， 存 在 一 a AD u a ST, We = 
ua. BE (H8, ul -0)— (n8, Up 二 5) 一 200 十 2 a)+ Ca, a) o, 
因 般 2 十 5 是 制 团 的 ,所 以 上 式 的 右 端 是 大 於 0 (Cts, ute + 
8,u'--0), Hk u^ 换 成 和 4” 共 应 的 制 圈 权 vy ， 我 们 又 得 一 个 不 等 式 
(再 一 次 的 利用 引 理 13.38) 。 因 篇 本 是 有 限 的 而 且 不 等 式 是 暴 格 的 
不 等 式 ， 所 以 我 们 黎 磷 究 会 得 到 不 等 式 (p6, i09) (F0, 44-2, 
故 引 理 竹 。 


gm m 


L 4&406—0,UO,U--- UO, 是 @ 的 一 个 分 解 。 而 osi 
二 人 ) 是 解 较 的 ， 又 人 二 人 1U……UA: 。 斌 如 人 可 以 分 解 成 人 A 外 …… 
QA: 的 直 和 ; A+ 又 是 如 何 呢 ? 

2. REH CREME AD) Wi] 2 A+, a SA, 1 一 a EA+ 是 
可 能 的 。 

3， 哉 验 改 表 一 中 的 一 些 套 料 ， 璧 如 FL. 

4. SUFUBSE— 2893 A 的 基本 众 是 一 个 循环 价 其 元 数 般 I+ 1， 
D, iR Z/AL (I 奇数) 或 2/22ZX2/2Z (1 偶数 ) 是 同 构 
B). (AB 4,=Ds， 所 以 很 容 明 记 住 哪 一 个 是 哪 一 个 。) 
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5 WRN A 中 包含 AQUUERCT S, ARE A. ES TA, 
因此 我 们 得 到 一 个 同 驴 ó: Aut /I7—9AWuLCA/ A) , RARE ó RR 
射 ， 於 是 导出 一 1 c Z 的 充 要 人 条 件 是 A, 2 A (Bum 12. 6). 

BAEEDBSEERRJBOR A.B, Ci, Di CITMRSEO E; Es Fo G, 来 说 
o] c^, f 

6. OREL, SA D rp E FS ELE E EPI re PS 1 
最 高 短 根 《 如 出 现 雨 种 根 长 的 话 ) (参考 (10.4) MAE 10.11) , 

7. les ees e; 是 欧 针 空间 EE 的 钝 角 基 底 〈 朗 一 切 的 (8i, e;) 
<0, i +j) mAREXCEHRAEIEESEESBU CBI—8)BJ (e/* e> 0, 
¿= j) (REE I = 2 pE J 

8. QORR TETVEUSXE—IUEUEET, BAMS L 的 形 
RBE 20:05, 其 中 一 切 的 4;; 是 正 有 理 数 。 【由 习题 7 遵 出 所 有 
的 qi; 都 是 非 负 的 。 从 Q, 3) 0 得 q; 0。 然 后 屋 明 如 果 4ij> 0 
MACAO, Ej g> 0。] 

9. 4&A€N*, RMR olta ó EARR c — 1 。 

10. 24 €A+T, RET [UEA A RETRA 35H 
HEW, W (13.4) 所 主张 的 。 

11， 试 发 人 的 每 一 子 集合 都 包含 在 一 个 唯一 最 小 饱和 和 集 。 如 果 恋 
子 集合 是 有 限时 则 相应 甬 和 集 也 是 有 限 的 。 

12. W A, THAESBR, WAT Weyl 性 的 每 一 元 素 在 4.4; 
上 的 作用 。 AREMAN, 试 决定 属於 饱和 集 的 权 何 者 的 最 高 机 是 
4,--34,. SPS G, 型 及 最 高 权 4 --22, 做 同样 的 处理。 

13. e 4 S€ A+, BUR u S€ A+, ux ABI 2 = 158384 SUN SA 
证 A, 在 人 A 中 的 每 一 个 陪 集 正 好 包含 一 个 极 小 4 。 SUM 4 是 极 小 的 充 
要 休 件 是 ?4 的 -也 道 是 饱和 ARRA), 其 另 一 个 充 要 休 
件 是 ? EA 而 且 对 於 一 切 的 根 a， 一 2, aə>=0,1,— 1 。 斌 利用 表 一 
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RER- ELRJBUR o BUJERERIU]N 4 如 下 : 


D; fis Alas 4; 
Esc: 1, 26 
EZ 


附 证 


过 一 节 中 的 一 部 分 材料 是 取 自 Bourbaki [2]， 第 四 章 ， 第 一 节 ，No. 
9-10《 以 及 习题 23) 。 但 是 角 了 强调 根 肥 所 扮演 的 角色 我 们 所 讨论 的 比 一 般 
在 表现 理论 所 做 的 要 多 得 多 。 I 
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14. 同 构 定理 


` 现在 我 们 回 到 第 二 章 所 计 论 的 状 沉 ， 裔 卫 ERREKAR, char 
F—0, XgLiAEFB-—(BEREZQCE, HI LBRBASUUT 
E, ocH* 是 工 关於 五 的 根 集 。 在 《8. 5) FERIE Eq 是 四 
在 H* 中 所 生成 的 有 理 空间 ， 则 dimaEq= 1, 388 1 =dimpH*。 
将 基体 由 Q 撤 张 至 及 我们 因而 得 到 一 个 由 中 生成 的 1 REX I TER] 
E. ^in, WBS Kiling JG SERUEEHBIE AE E EHA 
使 得 三 构成 一 个 欧 氏 空间 。 接 着 定理 8.5 肯定 中 是 五 的 一 个 根系 。 
“在 过 一 季 吉 ， 我 们 的 主要 目标 是 避 明 具有 相同 根系 的 两 个 李 代 数 
必需 同 构 。 事 实 上 ， 我 们 能 妖 明 更 确切 的 命题 ， 它 使 我 们 能 同时 造 出 
某 些 自 同 构 。 


14.1. 简化 成 单 印 的 情形 . 


命题 2LE BEI, HROM MoE (10.4) 的 意 
味 下 是 一 眠 绝 根 系 。 | 
Hip BETA. PUEOJUEDUO, Juh O, 等 是 正 交 的 。 
# a ED, Beo, BI (a+ a) 0, (a+8, B) 0 Br a + B 
SDH. (L. Ls] 二 0, # K ERYN L, (ED) 所 生成 的 
FRE H CK, Lg] 二 008600890, IISZUD)— 0, MAKEL 
C 109 ] 
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的 鞭子 代数 。 X (K, LE K (ae), Ait CK, Lj K (ae 0), 
因此 CK, LC K (RE 8.40) 。 所 以 KX 是 工 的 车 理 想 ， 又 KK 关 0 
所 以 与 区 的 个 单 性 不 合 。 

其 次 ， 邻 工 镶 任意 的 第 单 李 代数 。 人 於是 工 可 以 唯一 地 写成 单 理想 
WEM LO- OL (定理 5.2) 。 如 果 瑟 是 工 的 一 个 极 大 静 面 子 
代数 ， 则 H—HOeeoH, deb HLOH (参考 习题 5. 8)。 
显然 ， 每 一 H, 是 L, 中 的 一 个 环 面 子 代数 ， 事 实 上 是 极 大 表面 子 代 
Wc 在 L, 中 比 H, 大 的 任意 惨 面 子 代数 自然 是 工 的 尿 面 子 代数 而 且 
CRH; 7 +i REREH, MAMIK j+ í # L rhftE 
一 个 比 吾 大 的 刺 面子 代数 ， 尖 是 不 合 的 。 今 O, 表示 L, MYR H, 
的 根系 而 E 篇 相应 的 实 向 量 空间 。 如 果 a E@i， 我 们 也 能 够 将 a 看 
成 及 上 的 一 个 猴 性 画 数 其 做 法 是 在 j 冯 i 有 时 合 a(H)=0 就 行 了 。 
於是 a 显然 是 二 关於 瑟 的 一 个 根 而 且 L.CL , KZ, a co, 
则 对 於 某 一 i RMA CH, LOEO 《否则 瓦 含 和 L, 互相 交换 ) ， 而 
H LaCZi， 所 以 els; 是 Li WRA H, WAR aiT O 
可 以 分 解 成 BDU……U@,, ESEE, (24 (11.3)) 。 由 
以 上 的 命题 我 们 得 : 

条， 发 工 是 一 侍 单 李 代数 ， 五 需 工 的 一 个 极 大 束 面 子 代数 而 且 中 
BER In L—LGOQ--oL ELI—[BSBESOE, UE H= 
HNL; 是 L, ilg—hB E A HR PC EUIS. O; 可 以 很 
BABO BT BUR GEO p REC D — O, UUD, OKEE 
EB. | 

3E FUR ERE RUPTÉE SERE INNO OR, XUBIAP SUR ACCES MEE 
VEBEEE SO OR ZI RUE a PCI PLI, 


142. [xm 


SME oL Ea = SI 


首先 我 们 排出 工 的 一 个 小 衍生 集 。 

命题 ” 今 工 是 中 单 李 代数 ， 万 是 工 的 一 个 极 大 环 面子 代数 ，@ 是 
工 天 於 豆 的 一 个 根系 。 固 定 @@ 的 一 个 基底 A(10. 1)。 则 工 是 由 根 空间 
La L_a (QEA) 衍生 的 看 成 是 李 代数 )， 或 男 一 个 等 值 的 训 法 是 ， 
工 是 由 任意 非 需 根 向 量 z.C L, yaEL_。(aEA)》 所 衍生 的 。 

m3] AE (ARAH) 一 正 根 。 由 引 理 10. 2A 的 系 ， B 可 
以 写成 B= 二 Qi 十 …… 十 Qs， 其 中 a SA WH fad a, 也 
是 一 个 根 。 我 们 也 知道 (命题 8. 4(d) 如 果 7，5 7 十 5 e D RICL Ld 
Lao 383 s 做 也 策 ， 我 们 易 看 出 Lo 落 在 由 一 切 的 L. (aG A) ME 
生 的 子 代数 中 。 同 理 ， 如 果 6 是 负 根 ， 那 庆 Ls 落 在 由 一 切 的 La 
CeE 和 A) 所 衍生 的 子 代数 中 。 但 是 万 一刀 十 1 L, WH H=— Y (LaLa) 
所 以 命题 得 苯 。 | 

如 果 0 Zz,SL, 0-4 y.La(c A) X (yh. , SUP 
将 称 (z. ya) 或 (z. ya ha) EL 的 一 个 标准 衍生 集 。 妃 住 ， 在 w 
的 对 应 下 ，h。 是 在 CL, La) 中 对 应 到 2 的 唯一 元 素 。 

如 果 CL, H) B CL', H^) RAEN, 每 一 个 都 是 由 一 个 单纯 李 
代数 和 一 个 极 大 环 面 子 代数 租 成 ， 我 们 要 余 明 相应 根系 OR @' 之 
间 的 一 个 同 构 会 引出 一 个 由 L 映 上 L 的 同 构 而 且 此 同 构 将 H 8E 
H' 上。 由 定义 ， 一 个 自 同 构 : 一 > 是 由 一 同 构 : E—E' 引 
出 的 ， 而 后 考 小 不 须要 是 一 个 等 距 映 射 。 然 而 ， 如 果 我 们 将 瑟 或 E 
上 的 内 积 乘 以 一 正 实 数 站 不 会 改变 根系 的 公理 。 所 以 如 假定 同 构 ， 中 
一 > 是 来 自 欧 拓 空间 的 一 个 等 距 映 射 是 没有 什么 二 处 的 。 其 次 要 
注意 的 是 同 构 : 0—0 唯一 地 扩张 成 向 量 空间 的 同 构 少 :H+* 一 > 
H^ (WE DEBE H* 而 o 生成 H'O. 接着 经 由 H,H' 分别 
跟 他 们 的 对 偶 的 部 同 厌 Killing 形式 )，# 引 出 一 个 同 构 z: 一 > 
及 '。 襄 得 更 明确 一 点 ， 如 果 a 一 >a’ 表示 烙 定 的 映射 一 >@'， 则 
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z(l)ct, BRN t, 和 U 分 别针 应 从 和 o^ (经 由 Killing E 
3O . EBREHE 0—0 来 自 相关 的 欧 氏 空间 的 等 距 映 射 ， 
我 们 也 有 x(hs)=h'。’ SPS ha=2ta/(@, a)。 | 

ES H.H' 沪 交 换 李 代数 ， = 甚至 能 够 看 成 是 李 代 数 的 一 个 同 
构 。 我 们 所 要 做 的 是 拷 生 一 个 方法 将 z 扩张 成 一 个 同 构 : L—L' ( 
我 们 还 是 把 它 记 角 # )。 如 果 过 样 的 扩张 存在 蛙 ， 则 对 一 切 的 a S O 
来 说 ， 它 必 把 L, BE Ze/。 现 在 剩 下 的 问题 是 : HEEN TE 
Ls， 我 们 能 控制 它 的 像 元 素 Ta CL, 到 何 种 程度 呢 ? HUN T'a (a 
EO) MEER ESERHIOERO, HU, MERMERE z, Ze, Lat 
满足 (z. zaJ= Zaa SEBETRIPUABESURO Tate =la ER 
送信 理由 我 们 应 将 注意 力 集中 在 单 根 上 ， 在 É XE AREETA 
地 做 。 

定理 A L,I RERE ESAE H, H 59) LL 
的 极 大 环 面 子 代数 ， 而 O.0/ 分 别 是 相应 的 根系 。 假定 有 一 同 构 中 
一 一 0 (B e—a’) 引出 z: H—BH', 固定 一 个 基底 AC@ 使 
得 A'—(a']a€ A) 是 @' 的 一 个 基底 。 对 於 每 一 aEA,a’EA’” 
ERE GE) z€ L, ze L ( 即 渤 取 任 意 李 代数 同 构 ma: 
LaLe), EEIE n LoL 扩张 了 H>H 以 及 
扩张 了 一 切 =G S€ A) 

EE ”的 唯一 性 (如果 存 在 ) 是 可 以 立即 得 到 的 : ZaCaE A) 
决定 唯一 的 y.C La 使 得 (z, ya] 二 has， 而 且 依 以 上 的 命题 知 工 是 
由 zu Yala 人) 所 决定 ， 所 以 7 如果 存 在 必 是 唯一 。 

存在 性 的 全 明 的 想法 是 落 不 很 克 的 。 如 果 荆 和 L' 在 实质 上 是 一 
样 时 ， 那 麻 他 们 的 直 和 工作 LC 是 一 个 咎 童 李 代数 其 公有 的 单 理想 是 
L,L'WiEG S — RIED, TRLOLSEITAI (x. 7)|xe 
L) Ee, BZERK: LOL LWeH REAL EAR KEL 
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DL 的 子 代数 DD 是 很 容易 的 : ,如 上 , Taca) 决定 唯一 的 Jae La 
使 得 [Taya] 二 hs， 又 在 L' 中 也 是 一 样 。 今 D 是 由 元 素 Za 二 (Xa 
Za), Jam (Jas Y'a), ha = Cha Wa) EA, EAN 衍生 的 子 代 
数 。 

主要 的 认 题 是 如 何 访 明 妃 篇 鞭子 代 数 ; 很 容易 想像 到 的 一 件 事 是 
DD 可 能 包含 如 (Xa, L'a) 和 (Xa, 22'a) 的 元 素 ， 其 中 ma Los Da/ 
eL. 而 a EA,a'EA'， 在 此 情形 下 ，D 将 会 包含 L' 的 一 切 元 
素 ， 人 於是 包含 工 的 一 切 元 素 ， 因 此 包 合 整 个 LDL' (读者 自己 能 够 很 
容易 地 发 明 过 一 件 事 ) 。 如 想 直接 地 访 明 上 面 的 情形 是 不 可 能 发 生 将 
会 是 很 困 认 的 一 件 事 ， 所 以 我 们 将 间接 地 复 行 。 

EBL, LIL 是 单纯 的 ， 所 以 @ 和 O ERRI (AE 04. 1)。 因 
it, D, D 有 唯一 的 极 大 根 8, P ORA AD, PEER 
0 一 >D' 下 当然 是 互相 对 次 的 (C10. 4) HIA) SEHUEXEESE x 
ELp x’'ELp'。 B z=(z,z)e LOL WBMiem-um C 
adJa PdJay ada) RH a; A 《允许 重复 ) 所 衍生 的 子 代 
B BA CO 属於 La za (DL sa HERI, MALL 是 一 
ERU, BIDAMJELODL! WATER. 

我 们 主张 (D, MI]CM。 人 篇 以 明 此 事 我 们 考虑 D 的 生成 元 。 依 定 
$, ad$«(M)CM (xEA)， 双 基 於 Ch, Ya) 是 y, 的 倍数 所 以 利 
用 数学 反 和 黄 法 我 们 也 得 知 adhaCM)SM。 他 方面 ， 对 於 单 根 a， 我 
们 知道 [zw yy 二 0 vrzae, TEA, Wa- reok GB 
10. 1)。 如 果 我 们 将 adz, 应 用 到 CO E, BJ2E7 Z aB, adz, 跟 
ady, 是 可 以 交换 ， 如 果 7 = a 时 则 多 出 一 个 额外 项 Cad hs 的 某 一 倍 
数 ) 。 但 是 对 过 种 项 我 们 已 处 理 过 。 DUE a €A, adza(z) 
(由 B 的 极 大 性 ，c 十 乞 》， 我 们 移 座 配 明 了 adz.(M)CM, 

现在 刀 是 然 是 一 个 芙 子 代数 :否则 M 将 成 需 LOL 的 一 个 非 需 
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RET, PE LI 是 公有 的 适 一 型 理想 GER 25), WBM 
L,M=L' 是 很 显然 的 。 | 
”我 们 主张 由 投影 至 上旬 L' 的 第 一 及 第 二 因子 是 〈 李 代数 ) 同 
构 。 由 一 般 原则 知 过 些 投影 是 李 代数 同 驴 ， 又 由 以 上 的 命题 及 刀 的 建 
构 法 我 们 知道 得 些 投影 是 鞭 型 的 。 他 方面 ， 假 定 刀 站 工头 0 (投影 至 
第 二 因子 上 的 核 ) 。 汪 是 属 刀 包含 某 一 (w0), w 去 0; BI D 也 包 
EH Cada ada LW), 0), a €C A. Zaj= La; 或 Zaj— Yaj 38 
些 元 素 构 成 工 的 一 个 非 需 理 想 ( 由 命题 ) ， 而 它 必 是 工本 身 《 工 是 单 
MH). BEDAS L, HARE, D 也 必 包 含 L， 因 此 整个 工人 名 
L', BEREH. 

X, REBRA, AHDE z, RE m^ (me A) 以 及 hak 
= hu, WR L—L 在 及 上 的 作用 和 x 是 一 致 的 而 过 正 是 
MER. 
0o ROEROUARAMEKEARCERGE HEL). EERME — 
下 ， 上 面 的 命题 建议 我 们 另 一 个 更 有 力 的 诈 明 方法 , BU, 以 生成 元 Ja 
yu «C AD Rum ws kas F L US EROR, TIEN ORTU E 
取 方 式 是 使 所 牵涉 的 常数 只 与 根系 相关 。 那 床 任 意 其 他 的 单 代 数 L, 
如 果 它 的 根系 和 外 是 同 构 则 自动 地 和 工 是 同 构 。 事 实 上 ， 油 个 证 明 将 
在 充分 的 准备 之 后 才 在 第 十 八 节 提出 ; 它 是 较 深 奥 的 ， 不 过 它 有 些 好 
不 那 就 是 它 同 时 也 引出 了 中 单 李 代 数 的 存在 定理 。 


14.3. Br 


MAERT PIP BE VK L CH, o 如 前 ) 的 自 同 构 的 
存在 性 : 中 的 任何 自 同 构 次 定 了 羡 的 一 个 自 同 构 ， 而 后 者 可 以 扩张 至 
工 。 篇 备 一 个 有 用 的 例子 ， 可 取 一 映射 它 竺 正 根 滩 至 负 根 。 演 显然 是 
属於 Auto (BH 12.6), 而 且 在 如 上 引出 一 俩 映射 把 h IRSE 
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—h, $5), JUR: 互 一 瓦 是 演 个 同 构 时 ，c(pu) 一 一 姑 ， 根 据 命题 
8. 3(g) —ha 和 h_, 是 一 样 的 。 人 垮 应 用 定理 14. 2， 我 们 今 ze 对 应 
到 一 ye (a& A), QER, L, 中 满足 [一 yo z)=h_, 的 唯一 元 素 子 
正 是 一 ze。) 根据 定理 ，o 扩张 成 工 的 一 个 自 同 构 它 把 zu RE Ja 
(aEA)。 由 前 面 括 弧 内 的 广 释 得 知 y. 也 被 迭 至 一 Za(aS 人 入 )。 不 
仅 如 此 ，o? 固定 工 的 衍生 集 因 此 oz= 1 。 粮 千 以 上 就 得 : 

命题 “ 工 如 定理 14. 2 所 述 〈 但 不 必 是 单纯 的 ) 。 轿 定 非 需 的 Zu 
€L, (aC A) ÉES y.CL_ a WE (xeyal—ha, BEFEL 的 一 
B Eo. o= 1 而且 c(24)—9— Ja, s(yd=—z. G€ A Ch) 
=— h (he H>, 

对 於 卫 一 s1(2, 了 ) KR, AMR 已 在 《2.3〉 PRRD. OW 
Weyl SEE T OBRA ËB PS (12. 2)。 定 理 14.2 主张 志 有 自 同 
构 他 们 扩张 了 "在 石上 的 作用 。 如 果 o €^, RU o 可 以 扩张 成 念 志 
的 自 同 各 它 一 定 把 Ls RE Los. (党 然 ， 对 率 涉 到 的 保 数 有 不 同 的 
调整 方法 。) 对 放送 样 的 自 同 构 ， 我 们 也 可 以 应 用 (2. 3) 的 讨论 直接 
地 造 出 而 不 需要 定理 14. 2。 需 此 ， 我 们 只 要 考虑 镜 射 a (CQ) 就 可 
ATAB x (86:0) EXER, 所 以 可 以 定义 内 自 同 构 z. —¿zpbadz, 
expad(—ys)expadx., 3888 (xa. Ya] 二 ha 跟 储 常 的 一 样 。 Ta 在 
万 上 的 作用 如 何 呢 ? Si H—KeraQFh., Hi, z.G(h)= h- v h€ 
Kera 然而 Talha)=—ha(2. 3)。 所 以 re 和 c, 在 及 上 是 一 致 的 。 
TE, ca ABE Lp RE Le 

TAA IntL 的 元 素 表 示 错 射 《 因 而 是 罗 的 任意 元 素 ) 的 方法 
有 一 不 可 避免 的 缺陷 : 在 一 般 情 落 下 ， 过 个 方法 不 能 将 2- 从 IntL 
中 实现 出 来 〈 参 考 履 题 5 ) 。 
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E m 


L BRER 14.2 HE LESPRBSTEIE 

2. & 工 =sl1(2,F)。 如 果 H, H' 是 二 的 两 个 极 大 环 面子 代数 ， 
哉 司 存 在 一 个 工 的 自 同 构 把 豆 映 至 H E. 

3， 对 定理 14. 2 HRA RNM LOL, BAREHURG 
TREO UTD x 时 ， 则 对 三 也 。 

4， 今 5 如 命题 14. 3 Br, KRENA, ER c(zZze) 一 一 ye 
其 中 [Zu y.J=h,? 

5. 考虑 A, 型 的 单 粮 李 代数 SIQ,EO. RAE Int 中 由 自 
[HE raC(14. 3)) 衍生 的 子 汪 确实 是 比 Weyl €& GERE 5) X. 
[将 IntL ARE- ERAM EHBE A Ta] 

6， 就 利用 定理 14.2 在 Aut L p- MF POL) 和 中 的 图 
BE (12.25 同 构 。 

7， 对 每 一 古典 代数 〈1. 2)， 斌 襄 明 如 何 兆 取 元 素 h.c dH 使 其 
对 应 中 的 一 个 基底 〈 做 考 避 题 8. 2) 。 


附 # 


定理 14.2 HAERA Winter [1]。(14. 3) 中 所 讨论 的 自 同 榴 “将 
在 二 十 五 迎 中 用 来 者 工 的 『Chevalley」 dE WAZEE 25.7) 。 


15. Cartan 子 代 数 


在 第 十 四 节 中 ， 我 们 证 明了 由 一 个 单 李 代数 工 及 一 极 大 更 面子 代 
数 五 所 租 成 的 一 对 《ZL, H) 在 同 构 的 意义 下 是 由 其 根系 中 所 决定 的 。 
然而 可 以 想像 得 到 的 一 件 事 就 是 另 一 个 极 大 更 面子 代数 H TREES 
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一 个 完全 不 同 的 根系 D. 3E 在 很 多 实例 下 当然 可 以 利用 第 十 一 节 的 
AU BEER ED dimL —ranko--Card o 之 故 。 然 而 从 演 一 观点 
RED By W Ce 

ASTE LIEBE NPOEQIE—HoR, VAESESILBUBIIBCKTE 
面子 代数 在 Aut L 的 作用 下 是 共 翰 就 确实 足够 了 。 我 们 将 在 第 十 六 
fichIBUDE—P/E, TGERUPUECE NOE —EMOMEE, EHREFPLE 
任意 李 代数 而 类 似 瓦 的 角色 是 所 性 「Cartan 子 代数 。 汪 更 一 般 的 考 
卡 使 我 们 能 够 展示 可 解 李 代数 的 特殊 性 质 因 而 使 整个 飞 明 更 容易 些 。 
在 过 一 节 桂 我 们 做 一 些 维 人 备 工 作 ; 在 此 除非 特别 提 到 其 他 的 情形 。 否 
则 卫 的 特征 数 是 任意 的 。 需 了 技术 上 的 方便 我 们 瀑 是 假定 卫 是 代数 封 
开 的 ， 不 过 过 也 可 以 减弱 的 : 需 了 主要 的 精 果 我 们 只 须要 求 Card. 
和 dim 工 比 起 来 不 会 是 TKD] 就 可 以 了 。 


15.1 LES adz 的 分 解 


SUH— F (4.2 我 们 知 到 如 果 teEndV (V 是 有 限 杂 向 量 空 
D o, SSEEV —< LV, #rha 是 WAA, V,—Ker(t—a-2", 
m 2 的 重复 数 。 每 一 个 了。 在 t 的 作用 下 保持 不 炙 而 且 t 在 Vs。 上 
的 作用 相当 於是 一 个 纯 量 4 RU RARE EI FERE, 

着 可 以 次 用 到 以 下 的 情形 : WV 需 李 代数 工 ， rE adxz, z€ L, 
BL = L L,Gadz)=L(adz)OL,(adz), 在 此 Lad a)» L, 


(adz) , X—HkB, ins KJ& LI BTV 3 EL K+ ade 的 作 
HORIREETEN SREERJMIIDARRAK —KQ(2dz)K Cad x), BE z & 
KB qe hk. 

引 理 MRa, bc F, HJ (ladr), LXadz2)2C Load x), 
特别 ，LoCadx) 是 工 的 一 个 子 代数 ， 而 且 当 4 地 0 上 时，L(cdz) 的 每 
一 元 素 是 xd- 需 堆 的 。 
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BiU 以 下 的 公式 是 引 理 4 2B HERH HK — RE ARS RU 
TEE: 
(adz—a— by" (yz)= $ (7) (Gdz— ay O), Cada 


—b)y'-i(2)), 
当 久 是 足够 大 时 而 且 当 yceL(adz).zeL(adac) WR ERAMA 
项 都 是 0 9 所 以 Ly, z]eL,u(adz), 


15.2. Engel 子 代 数 


根据 引 理 15.1, LoCadx)》 是 工 的 一 个 子 代 数 ， 其 中 Xz 亿 上 。 依 
D. W.，Barnes， 我 们 称 它 是 一 个 Engel 子 代数 。 以 下 的 两 个 引 理 对 
Je Cartan 子 代数 的 讨论 来 说 是 基本 的 知识 。 

引 理 A; 倒 K 是 工 的 一 个 子 代 数 。 滔 取 z EKER Lade) 是 
[L.Gadz)|z€ K) 中 的 一 个 标 小 元 素 。 假定 KcLCQdz) RI L, 
(adz)C L (adxz) v z € K, 

证 明 : HEE z K, MEZEL øA ARK (ad(z+czx)| 
ce F]; KR K. =L (adz) L rh Khy—TB TVB, EB 
态 保 持 天 ,不 变 ， 因 此 也 在 商 空间 L/K, 上 引出 自 同 态 。 如 果 人 是 未 
定 元 ， 我 们 因而 能 够 将 cd(z 十 cZ) 的 固有 多 项 式 表示 成 乘积 f CT, c) 
g(T,c) 其 中 f(T, cy, 807,0) 分 别 是 其 在 Ko L/K。 上 的 固有 多 项 
式 。 如 果 7 二 dimKo, n 二 dimIL， 我 们 能 够 记 f(T. c) -T' J- f (Ce) 
了 十 Tf) CT c) ET" E gCT" Tp eee T a-, CC), 
SUERMEÉCEI CERISEBUBDERS NIU) Rik f Cc), g Cc) 是 C 的 多 
JK Kk Arm i 。 

HERA, adz 的 固有 值 0 只 发 生 在 子 空间 K, E, BER GN 
伶 特 别 情形 c = 0 ) g, 在 了 上 是 不 值 需 0 。 所 以 我 们 能 够 找到 很 多 
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如 我 们 所 硕 的 纯 量 而 又 都 不 是 r= 0 HWE RE cu co ……Cyt 
EH r + 1 MEME RIR z, Cc) 0 也 就 是 设 0 不 是 cd 
(zcx) 在 商 空间 上 的 固有 值 ;过 使 得 LoCadCz-+cx))CK。。 但 是 
&dxWEUSBUN MUREA Ladz)=L(adCGa-rez), 1 < 
¿<r+ 1, S8DBBT cd(z+eciz) 在 LoCadz) 上 只 有 唯一 的 固 
HO, E) f(T, eT, MASER fos f, 《每 一 个 的 次 数 
<r) 中 任何 一 个 都 有 7+ 十 1 MERKE c, eec 这 使 得 每 一 个 
多 项 式 恒 等 从 0 , 

PIE T LoCad(z 十 cx))DK。Y c EF, BA t EERW, 
现在 我 们 可 以 一 z 代替 工 ， 双 取 c = 1 而 得 Ladz)OL (dz), 

引 理 B: 如 果 太 是 工 的 子 代 数 ， 又 K 包含 一 个 Engel 子 代数 ， 
则 N,GO= K, $U], Engel 子 代数 是 自身 正规 化 。 

证 明 : 设 Loladx)。 则 adr 在 NKK 上 没有 固有 值 
0, (bri, WEEK, ME CNLCK), JCK, MA adete Ni 
(K) 上 的 作用 是 0 。 因 此 N,GO= K, 


15.3. Cerian FRR 


BH REA LSSIBÓTANGK, BURTON BENOD-H, 
则 称 妃 是 二 的 一 个 Cartan 子 代 数 ， ARA CSA, 过 个 定义 有 一 个 
缺陷 那 就 是 对 於 CS4 的 存在 性 冰 没 有 交待 〈 事 实 上 ， 在 有 限 体 的 情 
形 下 ， 存 在 性 的 问题 都 泽 没 有 完全 解决 ! ) . MUBLGRARH 《char F 
= 0J， 则 一 个 极 大 环 面 子 代数 妃 是 交换 的 《因此 是 需 需 的 )。 双 因 般 
L=H-+- l Las CH, Lx] 二 La, a 全， 所 以 N.,GH>= H , MAER 


情形 下 ，CS4 是 存在 的 〈 而 且 扮演 一 个 重要 的 角色 ) 。 更 一 般 的 ， 
SI IRE ESSI: . 
定理 : 令 玉 是 李 代 数 工 的 一 个 子 代 数 。 则 卫 是 CSA 的 充 要 条件 
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是 五 需 一 个 极 小 Engel FRR GE, CSA 是 存在 的 ) 。 

EA: MOEÜEDEH=—L(adz) 是 工 的 一 个 Euge 子 代 数 ， 由 
(15.2) 的 引 理 巨 知 豆 是 自身 正规 化 。 如 果 互 双 不 包含 其 他 更 小 的 
Engel 子 代数 ， 则 (15.2〉 的 引 理 4 的 假设 是 满足 了 ( 取 KK 二 五 )， 所 
以 H=L(adz2)CL(adz) vxcH, y, SBUBINxcH, adgx 
ROGERUS. MA (Engel 定理 ) HERR 

FZ, 4HELWS—HBCSA, WEHIESUR, 所 以 HCLoCadz) 
vreH, &BExA— ze HGH-L(adz), BEM 
EXTERE, W Lad, z €H, BIER. RUSCRIDARÉ 
用 (15.3) 的 引 理 4 而 得 LXadz)OL(adz) vzc€H, BARE 
娓 卖 现在 向 量 空间 Lo(4adz)/H 上 时 ， 每 一 XS 且 都 是 一 个 窜 需 自 同 
能 。 由 (C3. 3) 知 存在 y +H H EB C(H,z+H)CH; 换 句 话 襄 ， 
FEY SHER [Hy]C 如 。 过 和 假设 不 合 。 

采 : 令 工 是 咎 单 的 (CharF —0), MLH CSA 恰好 是 工 的 极 
KRETA 

RA: SR IEXE PEZ BU CLSEBH TETERA E— CSA 
FZ, HE- CSA, lMREr-—cx cm, 是 x 在 工 中 的 一 个 Jordan 
分 解 ， 则 L.(adz C L(adz): WR ade, ROSE B. (z, Ts] 
二 0 所 以 存在 正 整 数 n ER ad zc," Cy) — 0 也 必 存 在 正 整数 m 使 得 
adz"(y)= 0 。 我 们 也 枫 罕 到， 如 果 ze L 是 牛 单 的 则 ade 是 可 
以 对 角 化 的 所 以 L.Gadz)=C,G), ME CSA 万 是 一 极 小 Engel 
子 代数 其 形式 是 Lydi) (根据 定理 ) 。 以 上 的 襄 明 及 极 小 性 使得 
五 =Loladzx,)。 但 是 Ct) 显然 包含 L 的 一 个 极 大 屋面 子 代数 已 
知 是 CS4， 因此 也 是 极 小 Engel 子 代数 。 我 们 得 一 结论 那 就 是 且 是 
一 个 极 大 面子 代数 。 

做 坑 演 个 证 明 的 一 个 系 ， 我 们 注意 到 一 件 事 那 就 是 一 个 中 单 李 代 
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Jk (chayF=0) 的 一 个 极 大 环 面 子 代数 的 形式 必需 CLs), Hp s 
是 某 一 侍 蛙 元 素 (BAAR 8.7) 。 肖 样 的 s 称 坑 正则 牛 单 。 


15.4. FOER 


引 理 A: 40: L—1' 是 李 代 数 的 董 型 同 能 。 如 果 妃 是 也 的 一 
个 CS4， 则 #CH) 是 L 的 一 个 CS4。 

REL HUN, OCHD XJÉXUCRBU. &A-—Kero, RA L' gu L/A 
如 果 Cr-FA, H--AJC H-- A, HI zc NIA), IBRH ABA 
一 个 CSA (fü) Engeli: 定理 15.3) , BILUPINSEUI-- 4 是 自 
AuESUE C05.2) 的 引 理 8)。 所 以 ze H-- A, B8 90D) 是 自身 
正规 化 。 

BDE B: $ 9: L—L' R: EFRR. $ H' 是 
L' i) CSA, K 97 (HD, NKE CSA 五 也 是 的 一 个 CSA, 

RI: HRR ERS. MAHDI, 90d) 是 K= 
H' 的 CSA, BiELoCH)— H' (AR CSA 是 极 小 Engel 子 代数 ) 。 
WR r ENH), B ODEN), At cH), re 
H+Keró, [RJ& Keroc K (由 KK 的 造 法 ) , MAreH+KCK, 
现在 xX S Nz(D= HW HEKN—8 CSA 之 故 。 


€ m 


l. sin, F) B9— [HP EEZESR TELE RU T EA PEE SUR (ië 
都 是 相 暴 《 朗 它 的 最 小 多 项 式 和 固有 和 多项式 是 一 致 的 ) 。 

2. 4 LÆPĦ (char F=0), WABE 8.7 HH L 中 的 仅 
有 可 解 Engel 子 代数 就 是 CSA, 

3. A LAECEBS (char F=0) WE cc LiCESAY MRT 
是 正 划 的 充 要 休 件 是 恰好 落 在 一 个 CSA rh, 


VMEE SIS (ES BSN > EI 
^O 合 卫 是 一 个 李 代 数 工 的 一 个 CSA, SUE H RECATUEDN, 
序 不 是 黄 的 包含 在 工 的 任何 每 壳 子 代数 祷 。 就 证 逆 命 是 不 成 立 。 
5， 如 果 CardF<dimL, ARAMAN (15. 2) 的 引 理 A, 
”6. SUE 了,C 及 DH) (charF—0) 的 十 典 入 性 李 代 数 中 举 出 


= 
B] 


在 此 所 用 的 有 关 Cartan 子 代数 的 研究 方法 大 部 分 是 鼓 电 功 於 Barnes 
[1], 


16. AME 


(B8B. FiREOERMVNECHBIAIS EJUSEONS 0 。 我 们 将 
EDEMA FEDERE 中 ,一切 的 CS4 在 内 自 同姓 IntL 
(由 一 角 ezbadz , z€ L 是 ad FRW, BIS ENUSO 的 作用 下 
是 共 珀 的。 对 从 个 单 李 代数 工 ， 示 是 如 一 切 的 极 大 环 面 子 代数 是 共 屯 
的 :在 同 枚 下 ， 相 六 套 工 的 任 一 个 更 面子 代数 的 根系 唯一 地 决 定 工 。 
需 了 要 建立 一 个 辅助 步 县 我 们 也 将 余 明 工 所 有 的 极 大 可 解 子 代 数 是 共 
HWY. 


16.1. S (L) 


ALR—SERE, SIS rcL,ingiikyeLUEedy 的 某 一 
规 画 有 值 使 得 rcel(dy, RRR <E ad RR, ERB z 
RA ad3RUE (15.1), BiLABDHÉO E ERHAE- GRÉ. DÀ COL) 表示 工 
所 有 的 强 ed 筹 需 元 租 成 的 集合 ， 而 且 以 € CL) 表示 由 一 切 的 exp 
adz, z€ (L, RYTER., #CLSIntGL), (注意 NL) 
在 Auil TERI F tE 2888, BEDA € CL) E AutL WERTE. ) 


第 四 章 “” 同 构 旺 共 垢 定理 123 

HI € OL) 有 较 好 的 画 子 性 质 ， 所 以 我 们 字 原 考虑 #CL) 而 不 
EZREN Tnt(L), (REL, BLEPHG, #(L)=IntG(; 2 
考 (16. 5)。) 璧 如 ， 如 果 天 是 工 的 一 个 子 代数 ， 则 -ACED).Ar(CZ) 是 
显然 的 。 过 使 我 们 能 够 在 ECL) 中 定义 一 个 由 所 有 的 exp adr, z 
€ GO, TERTE (OL; K), REH E CL; K) 限制 在 下 上 就 得 
(KK)。 相 反 的 ， 如 果 我 们 取 任 意 x 全 KK 使 得 adre REH, 我 
们 是 无 法 控制 cdzz， 所 以 在 IntK 和 IntL 之 间 没 有 温 样 的 关 傈 。 

题 然 ， 如 果 9% :了 工 一 L 是 一 蔓 型 同 驴 ， 而 且 ye L, W 9L, 
(edy))=Ze(eadg(》))。 由 此 我 们 得 :grCZ)) 一 -ACTZO)。 

Bl: 4$: L—ÓL' RMAN du Eg), HI 
存在 o CE (L) 使 得 以 下 图 示 是 交换 的 : 


HU. 我 们 只 要 荐 明 c —ezpad,z', re Al (L^) EMER 
可 以 了 。 由 前 面 的 说 明 ， 至 少 存在 一 个 + (L) 使 得 =a). 
对 从 任意 的 2 EL, G@cezpad;z)(2)=%Cz-r(zz)-F1/2(z(zz)3+--- 
6) U$()4- EIH )= (ezpad ja! 6)(2. 
换 句 话 设 ， 图 示 是 交换 的 。 


16.2. CSA 的 共 示 性 (可 解 的 情形 》 


定理 ; 令 工 是 可 解 的 ，2《L) 如 《16.1) 中 所 述 的 。 则 工 的 任意 
两 个 CSA H, K H, 在 E) TERM. 

EA: HARRAPA, WR dimL— 1 QR LIEXURER)) ME 
AFRE. BELTER, ARLETE, MALRA 
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非 需 交 换 理想 ( 即 半 来 链 的 最 合 一 个 非 堆 项 ) ; BiA EEEE 
可 能 是 最 小 的 。 置 L'=L/A, XAA 9: L—L/A 表示 自然 映射 
BETRE z/。 根 据 (15.4) 的 引 理 4, H, n H; 是 L 的 两 个 
CSA, HARE, MFE Eg) 把 H; ë= H,, REIR 
16.1 使 我 们 能 求 得 o ev ODIO EAM. BER oW K= 
# CHI) BEK,=%-1CH,) 上 。 但 是 现在 H, MoH) MERE 
K, 的 CSA, WF K,C L, miti um, RIERA TETK) 
使 得 zo CHO= H, 但 是 S(K)-E( Kx. MEER rc 
(H)—H, JR z ELL) 而 r|x,=z' KER 

不 然 ， 我 们 必 有 工 一 太一 cCKD)， 所 以 K,=K, WB L=H,+ 
A=H, +4, 篇 戏 理 半 一 种 情形 ， 我 们 必须 明确 地 造 出 工 的 一 合 自 同 
Ho (过 是 整个 讨论 过 程 中 我 们 必须 汉 样 做 的 唯一 重点 )。 CSA H, 
的 形式 是 Lads), sẹ L 的 一 个 适当 元 素 定理 15.3, B 4 是 
adz-mER, Hi A 二 AoCadzx) 四 AwCadx) (235 (15.1)) ， 而 且 
每 一 个 分 量 在 工 一 碌 十 4 的 作用 下 都 保持 不 网 。 由 4 的 最 小 性 ， 我 
们 知 4 二 hladz) 或 者 4=4*(zdz)。 第 一 条 情形 是 荒 事 的 鞭 因 
它 使 得 ACH, BILL = H, 过 和 工 不 是 老 需 的 假设 不 合 。 所 以 4 = 
A*(adz), Vii; A—L*(adx) 是 很 明显 的 。 

BS 工 一 瓦 十 4， 所 以 我 们 有 z= z 十 》 的 表示 法 ， 其 中 二 
H,, y eL*(adz), #JJH adz 在 L*Cvdx) 的 作 是 可 洲 的 事实 ， 我 们 
有 Zz 二 [zx, 32],z'EL*Cadz)。 因 篇 4 是 可 交换 的 所 以 (edz')? 二 0， 
PTA expadz'—l,-radz'; 把 它 麻 用 到 x 上 就 得 X 一 z = 二》。 特 别 ， 
H-—L(ady) 也 必须 是 工 的 CSA, BË y EH, HDH, 所 以 
二 及 ，( 雨 者 都 是 极 小 Engel 子 代数 ) 。 所 以 在 ¿zbadz' 的 作用 下 
H, 和 H, cles, 

现在 我 们 只 要 五 明 ezpadz'e@ (L) 就 可 以 了 : 2/ 可 以 写成 4 
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—L*(adz) 中 的 某 些 元 素 zi A, BELTRAN (AEN 
交换 的 ) ， 所 以 ezbadz'= Wexpadz;,eg CL), 


16.3. Borel 子 代数 


需 了 从 可 解 的 情 落 超越 到 一 般 情 落 ， 我 们 利用 一 个 李 代 数 的 
Borel 子 代 数 ， 它 依 定义 是 极 大 的 可 解 子 代数 。 如 果 我 们 能 够 以 明 工 
的 十 个 Borel 子 代数 在 ECL) 的 作用 下 是 共 塌 的 话 ， 那 认 由 定理 
16.2 就 得 知 工 所 有 的 CSA tik, 

BUR A 如 果 B 是 工 的 一 个 Borel 子 代数 ， 则 B—N,O) 

证 明 设 zEL,[zBJ]CB。 则 B+Fx 是 工 的 一 个 子 代数 。 因 
f$ LB--Fz,B--Fx)C B， 所 以 B 十 Fzx 是 可 解 。 但 是 是 一 个 极 大 
可 解 子 代数 ， 所 以 XE B. 

引 理 B 如 果 RedLz L, BJL 0 Borel 子 代 数 和 LK/RadL 的 
Borel 子 代数 之 间 有 1-1 E, | 

证 明 NA RadL 是 的 可 解 理想 ， 所 以 对 工 的 任何 Borel P 
代数 B, B--RadL 是 可 解 的 ， 印 RadLC B (HEKE). MAI 
mre, 

Ua RE B SUP LASER M CPUS RAP RURAL, ess d 
AST, HÆ CSA4，@ 是 工 关於 H 的 一 个 根系 。 固 定 一 个 基底 及 
由 此 基底 所 定 的 正 根 集合 。 置 B(AD=H+ L La NGA) Y La RR 
是 我 们 知道 BCA) 是 工 的 一 个 子 代 数 而 且 以 NCA) 篇 其 壮 子 代数 。 
又 NC 人 ) 是 军需 的 ;如果 工 LaCa>0)， 则 将 adz 作用 於 正 高 度 根 
(关於 入 ) 的 根 向 量 时 ， 其 车 果 是 高 度 至 少 增加 1; 关 襄 明了 如 何 使 降 
中 心 链 趋 近 0 。 现 在 得 知 B(A) 是 可 解 的 。 事 实 上 ， 我 们 主张 BCA》 
是 一 个 Borel 子 代 数 : 实际 上 ， 兮 天 是 工 的 子 代数 而 且 开 他 BCA)。 
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BIER ES KCTEH BEI F URBES, BILUDMELAE— L, o0, (Big 
使 得 也 包含 一 个 单 代数 S, HI, KERTEH. 

引 理 C ALEPH, Hi CS4 及 O 是 根系 。 半 於 每 一 基底 
AC@,BCA) 是 工 的 一 个 Borel 子 代 数 〈 吓 做 天 於 H 的 标准 Borel 
子 代数 ) 。 在 工 中 关於 如 的 一 切 标准 Borel 子 代 数 在 SOL) 的 作用 
TERME 

E HOSUR EE, ME C4 3) PRETER 36 
BHEÁERIMH LY- MEH cx 可 以 扩张 成 工 的 一 个 内 自 同 构 Ta M 
且 reEgg(Z)。 显 然 此 自 同 构 将 BABE BCoCA))。 但 是 Weyl 
价 是 由 渤 些 镜 射 衙 生 的 ， 所 以 我 们 知道 SOL) 对 长 关於 H 的 标准 
Borel FREA EHEH. 


16.4. Borel JRA HE 


定理 ”任意 李 代数 工 的 所 有 Borel 子 代数 在 #(L) 的 作用 下 是 
EOM 

R 任意 李 代数 也 的 所 有 Cartan 子 代 数 在 多 (ZL) 的 作用 下 是 共 
REEN 

RHEA SH, 豆 ' 是 工 的 两 个 CS4。 由 於是 磊 雳 的 《因此 是 可 
解 的 ) ， 所 以 每 一 个 至 少 落 在 一 个 Borel 子 代数 中 ， 就 说 是 8B 和 B 
《分 别 包含 豆 , 女仆 。 由 定理 ， 存 在 一 个 o ce (L) 使 得 (B= DP, Bl 
dE o (H) 和 已 ' 两 者 都 是 可 解 代数 已 的 C34， 所 以 由 定理 16. 2， 存 
在 c'e € (B's c'o(H) - H' BÈ, c'—c|p', Arp c CZ CL B?) 
Ce (L)y16.1, MURES vce(H)—H', miBroce£», 

TEHRI RAPARPERI MR dimL— 1 则 是 自明 的 。 
双 由 引 理 16.1 和 16. 3B DER BEDA Ee, BRPTWIDMER LITE, - 
我 们 可 以 更 进一步 的 假定 了 3 是 关於 某 一 CS4 的 一 个 标准 Bore +Ñ 
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数 。 我 们 必须 性 明 任何 其 他 的 Borel FRA B' 在 多 (了 ) 的 作用 下 
SPERBXIGtéERV. AUR BOB'-B, BARZUGSS)] BREKKER 
B'= B) 。 所 以 我 们 也 可 以 对 dimCBO B^) 作 第 二 〈 向 下 ) ER. 
换 甸 话说 ， 如 果 有 一 标准 Borel 子 代数 Di, 跟 任 何其 他 的 Borel 
子 代 数 B”, B dimB, R B/s dim BOB! R, AIh TAE 
BIA B, 和 B. 8g. 我 们 现在 可 假定 B 站 B'S: B.B 
而 且 8 是 关於 某 个 CS4 的 标准 Borel 子 代数 。 

(D 首先 假定 8 站 8’ 关 0。 此 有 时 会 发 生 两 种 情形 。 

G) BAP BUBBURCEZERUPIE BUSES: N REA. 我 们 主张 
N 事实 上 是 BOB 的 一 个 理想 : 它 显 然 是 一 个 子 空间 ， MEME 
zeBB'ycN', W [xyJIELBN BBNB’J， 而 依 〈(4.1) RR 
C 知 BAB’, BABI AF385 265808. N 当然 不 是 工 的 一 个 理 
想 ， 所 以 它 的 正规 化 子玉 是 工 的 一 个 鞭子 代数 。 

其 次 我 们 访 明 BN 站 B’C Bn KnOB OK, €i «dN' Y: B/BN 
B' HER 4&— x CN 在 此 空间 的 作用 是 栈 需 的 ， 所 以 由 定理 3.3 
知 必 存在 一 非 零 元 素 ? BABY 使 得 [x, 9 十 (BN BI]C BNMB’ v 
rcN' MER (zyJSe BNB’, y BNB, 但 是 [zx, yJe GB], 
MUERES: 过 使 得 lr, EN RER y SN I (ND= Bn K, A 
ii» & BOB', jeg Br) B'SB'O K, 
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”他 方面 ， BNK B B'OK 是 K 的 可 解 子 代数 。 令 C,C’ 分 别 
是 在 玉 中 包含 BN K, Bi KK 的 Borl 子 代 数 (图 一 ) 因 篇 KK 天 工 ， 
HERR o ECL K)CE(L) 使 得 (C=C, KR, BRB'e 
CnC', Bibi Epi Ba IEE z EZL) 使 得 roCC')CB 
(Bl = 把 工 中 包含 oCC)=C 的 一 个 Borl 子 代数 返 至 上)。 最 和合 ， 
BNral(B OrolC HN rlB 2vco(B'(1 K) ro BN MAH 
的 雁 数 比 B 由 B， 的 大 。 再 一 次 ， 由 第 二 归纳 法 假设 ， 我们 知道 在 
&(L) 的 作用 下 8 和 co(B^) EIR, EE 

Gi) BOB’ 没有 非 需 震 零 元 素 。 注意 由 命题 4 2 CO) MIM 
16.34 知 工 的 任何 Borel 子 代数 必 包 含 它 的 元 素 的 个 单 部 及 霉 雳 部 。 
汪 就 十 明了 了 Mn.B' 一 人 是 一 正面 子 代数 。 现 在 利用 也 是 标准 Borel F 
代数 的 事实 ， 就 设 B= 二 BCA), NS NCA), B=N+H, WA (BB]= 
N, WBEETON-O, MA N&(T)-CS(T)RRC E: Ca(T) 的 任 
何 CSA; 特别 , CXERIBE.T CNc, n (C)= C, WR +e Na (C), 
UE ceB(adO), 特别 ，zEB。 (adT)=Cs(T)， 所 以 z€ 
Nesin(c)=C。 所 以 C 是 8 的 一 个 CSA, HEM 16.2, 我 们 知 C 
是 二 的 一 个 极 大 环 面 子 代 数 而 且 在 多 (CB) (因此 是 ZCL) ) 的 作用 下 
TH RédkBE, BIDUTETRARG—ÓEHMEZE FIRE CH 
^ BET=H, RA B'ƏH 所 以 B' 至 少 包含 一 个 Le (MRA, 
e> 0), M ta (参考 16. 3 的 引 理 C ) 应 用 到 B' 上 就 得 一 个 Borel 
子 代 数 B" 而 且 B'UODBOH-La 所 以 由 第 二 贤 向 法 的 假 届 就 得 知 
B" BERM, WER 

EXERT CH, ME (B'T)= 03820, WF B'CC,CT), 
则 我 们 能 够 利用 第 一 所 和 纲 法 假设 ， SA dim C,(T)--dimL (T0, 
Z(L)-0), BIRUS 及 CCLCT) 的 事实 可 在 CCT) 中 求 得 一 个 包含 
五 的 Borel 子 代数 By"， 然 后 利用 明生 法 假 珊 求 得 o SZ (L, C,CT)) 
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C(L) 将 B' 2 B" 上 。 特 别 ，B” 是 工 的 Borl 子 代数 ， 双 万 
n B"2HBrABSEWEBEA BID B": 的 作用 下 是 共 
”现在 可 假定 中 中 Cr(T)。 过 使 我 们 能 够 求 得 dT 的 一 个 共同 
HERE TEB 及 一 个 元 素 t ET 使 得 [tz] 一 az，4 是 正 有 理 数 。 
ESSS=H+ LL, Ela EE@ 又 a(t) 是 正 有 理 数 。 S 显然 是 上 的 
一 个 子 代 数 (而 且 x E55)。 又 $5 也 是 可 解 的 ( 疹 考 引 理 16. 3C WE 
8). 4 B" 是 在 工 中 包含 5 的 一 个 Borel 子 代 数 。 现 在 BNB 
T+F 2T=BD B, Bit] dim Burn Br>dim BB. MB, Burn 
BƏH2T, 所 以 dim Bn Br>dim B' Y B, 8-889 Bde wg H 
至 最 后 一 个 不 等 式 上 而 性 明 B" MBERE (特别 ， 存 在 一 个 和 
五 是 共 塌 的 CSA 使 得 B” 成 篇 标准 Borel 子 代数 ) REAC 
法 假 珊 也 可 应 用 到 第 一 个 不 等 式 〈 因 人 需 BU 是 标准 的 ) AEH Br 和 
B' ZRH. MABA B EMK E 
(2) 以 上 我 们 不 理 BNRB'#0 的 所 有 情形 。 现在 我 们 考虑 B 
门 五 "= 0 。 演 使 得 dimL2>dimB4 dimB”; š B 是 标准 我 们 知道 
dimB>(1/DdimL, MA B' 必须 是 「 很 小 | (BD dimB'—(1/2) 
dimL)。 襄 得 更 雁 切 一 点 ， 取 了 是 8B 的 一 个 极 大 环 面 子 代 数 。 如 果 
T—0, 前 B' 是 由 需 需 元 素 组 成 ;，B' DAUDIEGKOR (Engel 定理 )。 
又 B' 是 自身 正规 化 的 《C16. DHIMA) MA B 是 一 个 CS4。 
但 是 这 是 很 功 诸 的 因 篇 我 们 知道 (对 15.3) 工 的 一 切 CS4 是 环 面 子 
代数 。 所 以 TT 去 0。 和 如果 H, BEL 中 包含 了 的 一 个 极 大 现 面 子 代 
数 ， 则 .B′ 和 关於 如 。 的 任何 标准 Borel PRE Bu 的 交集 不 篇 零 。 
所 以 由 前 一 部 分 的 以 明 得 知 B/ 和 B" 是 共 井 的 ， 所 以 dimB'= 
dimB'-(1/2)dimL 过 是 不 可 能 的 。 
系 16.4 使 我 们 能 够 在 做 於 了 上 的 任何 李 代 数 上 附 上 一 入 数 值 不 
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变量 《叫做 秩 ) , BH L 的 .CS4 WER. E L PEBE, rankL= 
rank, Oi LEMERIBCOORIET-NESC (=CSA) 的 根系 。 

Borel 子 代 数 的 共 地 定理 有 一 个 值得 一 提 的 附属 车 果 。 4 LIES 
E, Hi CSA ，@ 中 是 根系 。 我 们 主张 在 也 中 包含 如 的 任何 Borel 
子 代数 刀 是 标准 的 。 事 实 上 ， 今 oe (B(A2)= B, 其 中 人 是 中 的 某 一 
EAEE, o S# (L), Wi cUDmHi B 的 两 个 CSA, PAE 
g#(L;5B)C#(B) WEATER CER 16.2), 所 以 我 们 也 可 以 
假定 oC(H)— H, BERAN a 0 BUR o(L.O= L, ca 是 一 
个 根 。 不 仅 如 此 ， a 在 根 上 的 排列 作用 保持 和 ， 所 以 o (AD=A 也 
是 下 的 一 个 基底 而 且 B—B(A^ 是 标准 的 。 


16.5. HHR 


合 工 是 半 单 的 五 是 上 的 一 个 是 CSA, 根系 以 及 和 人 是 一 个 固定 
基底 。 如 果 f+ 是 工 的 一 个 自 同 构 ， 那 译 CB),,B 二 BCA)， 是 工 的 咽 
一 个 Borel 子 代数 ， 所 以 存在 oce (LyMfe,(B)— B GER 16. 
4), REHM e, CH) 是 工 的 两 个 CS4〈 因 此 也 是 妃 的 两 个 CS4)， 
所 以 我 们 能 够 求 得 meEg(Z; BCL) 使 得 o,rCH)=H (MA 
e,(B)— B) (定理 16.2)。 因 篇 .0201 c FUSE RU B7B, ME 
在 上 引出 一 个 自 同 构 而 且 此 自 同 构 保持 人 不 变 。 由 (12. 2) 我 们 得 
知 所 有 省 样 的 自 同 构 ; 过 些 就 是 图 自 同 构 娠 ， 他 们 只 当中 是 〈 刻 绝 ) 
AICL-1)D,, E, 等 型 才 不 会 是 1 。 今 p 是 在 工 上 与 之 对 应 的 一 个 自 同 
Hk (参考 如题 14. 6)。 因 篇 阔 不 是 唯一 的 ， 我 们 可 以 鹿 整 所 率 涉 到 
常数 使 得 paso cra) m Cua (02-0), pos01rCyo) 二 ca-1ya， 因 而 poz01r 
(ha) 二 ha (因此 所 有 都 的 h 返 至 其 本 身 ) , WAE MEEI) 
中 的 一 个 元 素 只 差 一 个 对 角 自 同 构 ， 郎 一 个 自 同 构 在 及 上 是 二 等 的 而 
在 每 一 个 根 空间 -L。 上 是 一 个 纯 量 乘积 。 
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我 们 可 以 芒 明 《参考 Jacobson [13, 278 页 ) 一 个 对 角 自 同 构 永 
RERAN FAL, 由 其 造 法 可 以 看 出 它 是 落 在 多 (Z) 中 。 不 
Jin, RE AutL—IntL PCL) 是 一 个 个 直 积 (Jacobsonrlj, 4# 
九 章 的 必 题 ) ， 所 以 特别 SQL) LIRQL). SUEiB8ETE Jacobson $ 
中 找到 各 秆 单 李 代数 的 自 同 构 的 详细 描 壕 。 


E B 


L $E 名 (ZL) 只 包含 1 的 充 要 休 件 是 二 需 桥 需 。 
2， 命 工 是 个 单 ， 五 是 CSA, A 是 下 的 一 个 基底 。 武 攻 L 中 
任何 由 若 雳 元 素 租 成 的 本 大 子 代数 在 多 (ZL) 的 作用 下 和 NC 人 入) 是 共 
MA HP NCA) 是 BCAO BE 
3. 47 EHRE (如 果 a, BT, miB.a--Beogmfia 
-Be€U)TiHWEEO-U-o0, GE, HAT 的 某 一 基底 来 说 五 的 
根 都 是 正 根 。 [利用 如题 2。] 〔 过 个 锦 题 是 属於 根系 理论 ， 但 是 利 
用 李 代 数 较 容易 做 。) 
-4 d L=sICGQ, F) 上 时， 定理 16.4 可 如 何 简化 呢 ? 
5， 倒 工 是 牛 单 。 斌 证 L 的 两 个 Borel PREES L 的 一 个 
fAs 
6. LEF, L=H+ LL, WRP È L 的 子 代数 而 且 包 含 
2&— Borel 子 代 数 时 则 称 了 是 工 的 一 个 抛物 子 代数 。〔 在 此 倩 形 下 ， 
由 引 理 15.2B 知 了 是 自身 正规 化 。〉 固 定 一 个 基底 人 CD， 而 且 颇 
B= 二 B( 人 人 )。 涤 於 每 一 子 集 人 入 'CA， 定 闵 PCA' 是 由 工 中 一 切 的 
L.(a€A 或 一 a SA 及 已 衍生 的 子 代 数 
(a) PCA^) 是 工 的 一 个 抛物 子 代数 CRSRSBRUR A EO ERIS SUM T- 
代数 ) ' 
(b) LB 6 BCAORSIUMIT INGIUGRUS PONER, 
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其 中 A’CA 人 [利用 引 理 10. 2A 的 系 和 命题 8. 4(0), 3 

(c) SAGE E CL) 的 作用 下 工 的 每 一 个 抛物 子 代数 和 一 个 PCA) 
ERRE. 

7. 今 了 =S 人 2 了)， 而 其 标准 基底 是 (xh. y) Sj c EF i 
z(c)—erp ad(ex), y(c)=ezb ad(cy) 。 定 义 内 自 同 构 w(c)— 
z(c)yC—-c)a(e), h(e)—wQc)w( 7 (—7€w(G)w(-1) c= 0, 
试 计算 w(c), ACO 关 有 饼 工 的 已 知 基底 的 乍 障 ， 落 且 由 此 推 葵 乙 的 一 
切 对 角 自 同 构 (16. 5) 是 内 自 同 构 。 在 此 人 情 落 下 ， 结 葵 AutL=IntL 
=g (L) 

8. A LIEBE RELA- [BAS SCCRIEIE RITE SERE 
只 落 在 有 限 个 Borel 子 代数 中 。 


SE 
m 


定理 16.4 RIPBIAEHRE Winter [1] (一 部 分 是 得 自 D. G. Mostow 
的 影响 ); 也 请 参考 Barnes [1]。 大 部 分 的 「 老 」 证 明 是 利用 解析 方法 CF= 
C) 或 一 些 代数 继 何 ; Ze Chevlley (23, Jacobson [1] Seminaire “Sophus 
Lie”[1]， Serre (2), BBJS PLI BESEBDUSERIHUN REC RISE Jacobson [1] 
Seligman [1], 


17. 泛 包 络 代 数 


在 慎 一 节 中 下 可 以 是 一 个 任意 允 〔 除 非特 别提 到 其 他 的 情形 》。 
我 们 将 对 於 估 於 了 上 的 每 一 个 李 代数 工 千 合 一 个 具有 么 元 的 灶 合 代数 
L 一般 是 无 罕 礁 的 ) ， 它 是 在 受制 於 工 中 的 交换 天 保 任 可 能 「 自 由 
地 | 由 工 衍 生 的 结合 代数 。 关 个 「 泛 包 娩 代数 | 是 表现 理 车 中 的 一 个 
基本 工具 。 叹 然 在 第 一 章 我 们 就 能 立刻 地 介绍 它 ， 但 是 筷 了 选 免 证 明 
Poincare-Birkhoff-Witt 定理 时 所 引出 的 烦人 的 工作 ， RIERA 
芙 正 需要 它 的 时 刻 才 做 。 读 者 可 以 暂时 忘掉 关於 中 单 李 代数 的 一 切 特 
殊 的 理论。 
17.1. 张 量 和 与 对 称 代 数 

首先 我 们 介 狠 磷 个 由 泛 性 所 定义 的 代数 。 (读者 可 在 S. Lang, 
Algebra, Reading, Mass., Addison-Wesley 1965, Ch. XVI， 中 找到 
更 详细 的 讨论 。) 固 定 一 个 优 共 F Eng 8 Ese V. ATV =F, 
TYV -V, TY - V SV, T^V V QV (mAV). ER 
7(V)= LTV, WEI VAKKERT EAR (B Cr NRE: 
Qu QS) Qn Gu) = Vue Gv, Qu wes 

[ 133) 
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TV 过 使 得 (CV) 成 需 一 个 具有 人 么 元 1 的 虐 次 代数 ， 它 是 由 1 和 
T 的 任何 基 底 所 衍生 的 。 我 们 称 它 是 7 上 的 张 量 代数 。 2 (V) 有 以 
下 的 泛 性 : EEN F-ERMEBUM ó: V —— (ERE ERS 
1 的 葵 合 代数 ) ， 则 存在 一 个 唯一 的 了 代数 同 态 人 :2 TY) 一 全 .2 使 
得 $C1)= 1 而且 也 使 得 以 下 的 图 示 是 交换 的 《i 三 包含 ) : 


y——.[ 


^U 


A 


在 此 泛 性 下 ， 我 们 说 .2(Y) & n UE OG EIE fS SC G= dim- 
y) 

O EK, AIRIS VPITI -IOI YEV) ER 
的 ( 双 侧 ) 理 想 而 且 称 已 (V)=9CV)/T 篇 上 的 对 称 代 数 ; o: 7V) 
一 >GB(V) 表 示 自然 映射 。 注意 ，7 的 生成 元 落 在 TV 中 ; BEDE 
等 式 1 二 (INTYV)@CINTYV)@ …… 看 起 来 是 显然 的 。 所 以 o 在 
TV=F,T'V=V 上 是 一 柑 射 (使 我 们 能 够 将 看 成 (V) 的 一 个 子 
"HD, TE GOOXIET "O0; GU= 1 SV。 除去 了 的 作 
用 是 使 7 的 元 素 可 以 交换 ; 所 以 已 (V) 具有 以 下 的 泛 性 : 对 任何 F- 
UEM $5:V 一 .9 (S Rit. ERJUE 1 HER, EAR 
数 ) ， 都 存在 一 唯一 的 了 -代数 同 驴 4 : BBC) 一 .使 得 $C1)= 1 
而 且 以 下 的 图 示 交 换 ( i 一 包含 ) 不 仅 如 此 ， 如 果 (Er mn) 是 
VARENE, BE GV) AAEM FEN n KNS 
项 式 代 数 ， 其 基底 是 1 及 一 切 的 2i00……2Zit tl, 1=<i(D< 
ee «i-a, Ry. 


BI V Ae ILAERS SEE S Be 0/2 E JE D B TEL PT D RR R43 
得 通 。 | 

需 了 和 后 面 的 应 用 (第 23 节 ) 我 们 提出 一 个 charF— 0 的 特 
ARR HRE 可 作用 於 T"V E, 其 作用 的 方式 是 对 一 个 张 
E vvv GeV) 的 足 标 作 排列 。T”V 中 被 所 固定 的 元 
XA mk k EH8EEE, Nun z@y 十 7?@z (2K). ME 
了 的 一 组 基底 Qs s ma). BÍ mie Gro ci Gn) 
形成 T"V 的 一 组 基底 。 PHS HN) min) 
<n acus 


C) 5 ie ano ee Kio (m)) 


xi ec 
是 有 意 闵 的 因 篇 在 中 mis 0 ) 。 温 些 张 量 在 SUV 中 的 像 是 
Da 所 以 张 量 CO 生成 了 Te 在 Tey 中 的 
一 个 补 空间 。 他 方面 ， 张 量 CO 生成 的 向 量 空间 题 然 跟 由 一 切 刀 次 对 
称 张 量 组 成 的 向 量 空间 (MAA S"VCT"V) 是 一 样 的 。 我 们 得 一 
SARRE o 定义 一 个 向 量 空间 的 同 构 : S"Y 一 *S"7， 因 此 也 定义 
一 个 同 构 : GC(V) 一 >C(V)， 其 中 CG(V) 是 由 一 切 的 对 称 张 量 租 成 
的 向 量 空间 。 


17.2. Z(L) 的 建构 
我 们 由 抽象 的 定义 开始 ， 对 任何 一 个 李 代 数 工 (与 往常 的 情形 不 
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一 样 ， 在 此 我 们 容许 工 需 无 限 厅 ) 如 果 有 一 对 (2,0, HPY 是 作 
JF ETLECH 1 的 一 个 结合 代数 ，; : 工 -一 多 是 一 烷 性 映射 满足 
( KC, IDENY iC) vz, yeL. 
HLH. PER SEARE ERE ! 的 结合 代数 OY DORTEBDSRUE 
映射 ; L— s WR. CO, FEMRE ó : 29.97 C1 
1) 使 得 go= j, ME (2, D 3& LW GU OC 

BEN (Z, i) 的 唯一 性 是 容易 恬 明 的 。 KAERRA RE 
HH CAE, 7), ISP ó UF, 9:2-—— 9. RER T 
在 一 唯一 的 处 义 映 射 使 得 以 下 的 图 示 是 交换 的 : 


bx 


Y 8 


但 1.4 和 $oó 南 者 都 有 党 本 人 所， 所 以 $o9—1l.. HM, $ej—lg 
考古 对 的 存在 竹 也 不 闪 建 立 的 。 仿 ?3(Z) 是 二 的 张 量 代数 (17. 
D, 3⁄B2J3E2 G) rt —8]R9 z 69 y — y Cx —CxyJYGo, YEL 
TEKENE ER DIVI, MES z: 了 (DD 一 
Z CL) ZB ARE. 注意 CTL, 所 以 = 把 T° L— F ARRA 
vL) (所 以 KL 至 少 包 含 纯 量 ) 。 不 过 ，z 将 TL 同 构 地 嵌入 
CL) 过 件 事务 站 不 是 三 然 的 ， 我 们 将 在 以 后 登 明 之 。 无 葵 如 何 ， 我 
们 主张 (Z, D 是 二 的 一 个 泛 包 烙 代 数 ， 其 中 í: L — (L) 是 
xz 在 二 上 的 限制 。 事 实 上 ， 今 j: L— MER. H 7 CL) 的 证 
性 得 一 代数 同 态 9^: 2 (2) 一 一 2 RS j 的 扩 线 而 且 将 1 进 至 1。z 


第 五 章 存在 定理 。 137 
的 特殊 人 性质 〈”) 使 一 急 的 + 一 了 XT 一 [x,y] 落 在 Kerg’ vb, 
所 以 6: 引出 一 个 同 驴 V 使 得 poi 7。$ 的 唯一 性 是 
RAH, SA DO Imi 一同 生成 Z) 
范例. 今 忆 是 可 交换 的 。 於是 上 面 的 理想 Je HERO 9 一 
IOTER, AEM? DEPANA I ERN. BER 多 (Z) 和 
AERE GO 是 一 致 的 。( 特 别 ， 在 此 j: Lo 四 是 一 单 射 。) 


17.3. PBW XS HEISE 


ZENB RESI 多 (Z) 的 结构 所 知 不 多 ， 公 知道 (CL) 
AYME, SIBEERS, RR —7(L),86-G0) Z= 
(L); 同 理 也 用 记号 T”, S”, EI LEST = TOTO- HT” 
而 且 邻 U,-z(T,),U.,— 0, RA, UnU CU moti BU CU mto 
E G"—U,/U, , (过 只 是 一 个 向 量 空间 ) , X HA va pe 
一 个 色 独 性 映射 G”"XGs 一 ->?G”+2?。 (映射 是 良好 的 ; BAFBE? ) 38 
TURER- SMERNO X G6. G= LG" IG HUS 
一 个 具有 1 WE RS FORI 

AR ri T" 映 至 Um， 所 以 合成 线性 映射 $m: 了 ”一 Um 一 G” 二 
U,/Us-, EAR, EARS = 《Tm 一 Tm-1) 二 Um 一 Um-1， 所 以 Bm 是 
一 鞭 射 。 所 以 组 合 映射 ,而 得 一 镶 性 映射 5: I — E ( 
而 且 将 1 滩 至 1)。 

BHEE. ó: 27— EIB, 不 仅 如 此 ，#$(7)= 0， 所 以 
多 引出 一 个 蕾 型 同 能 o: B= 971—595. 

H3] - 42CT", y ET? RUNAOR RE, (kG 中 乘法 的 定义 ， 
$(ry)-9(x)9(3) 所 以 $ 在 2 上 有 乘法 性 。 售 093—302 
(z,y€L) 是 了 的 典型 生成 元 。 那 麻 依 定义 1(19I—IQI)EUn 
他 方面 ，z(z@y 一 y@z)=x([xy])EUV1， 因 此 $(28y—3922€ 
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U,/U,— O0, BiEA I c Kerg, 

以 下 定理 是 关於 ZCL) 的 基本 结果 ; 它 EKR CO 叫做 
Poincare-Birkhoff -Witt 定理 (或 PBW 定理 ) 。 RIKE (17. 4) 
"oet teu, 

定理 ' Bo: G —G EB IVIR, 

XA. AWET” 的 一 个 子 空间 。 假定 自然 映射 T"U—ÓS" 将 
WERERE S”, WEW) 是 Us 在 Un 中 的 一 个 补 空间 。 

BA- 考虑 图 示 〈 所 有 的 映射 都 是 自然 的 ) : 


CM 
Bud 


直 以 上 的 引 理 〈 以 及 定义 ) 得 知 此 入 交 换 图 示 。 因 篇 。: 6—35 6 是 
一 同 构 (根据 定理 ) ， 所 以 底下 的 映射 将 WCT” 同 构 地 映 上 G", 
转 到 项 上 的 映射 ， 系 4 就 得 芒 。 

AB .自然 映射 二 L— GL) 是 一 颈 射 《所 以 工 可 以 和 (OD) 


Es . 过 是 系 4 的 一 个 特例; SUV — T C- D) 就 可 以 了 。 
| RIUMRLANNUL ERNE PIS -RIEXUEAN 
能 符合 我 们 的 目的 。 

RC A (zu za ro ……) 是 工 的 任何 有 序 基底 。 GENE TR 
Zim vnn Liim = TT) ...... Q9 Xi m)» m cZ* id) 
<<i(o)， 跟 1 一同 成 需 ZL) 的 一 租 基底 | 

EE AWEE T" 中 由 一 切 的 za @ Giao ICD 
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之 i(m)， 生成 的 子 空间 。 显然 W 同 构 地 映 上 S", 所 以 由 系 A 知 
WE U,, 在 77。 中 的 一 个 补 空 间 。 

上 面 所 建构 的 基底 可 简称 是 多 (Z) 的 一 组 PBW 基底 。 

# D， 今 鼠 是 工 的 一 个 子 代数 ， 阔 且 将 妃 的 一 组 有 序 基底 扩张 成 
工 的 一 组 有 序 基底 (his Zz1,……) 。 BERKAN H — L 
一 一 多 (Z) 引出 的 同 驴 ZC(H)-— (L) bE, MAZA) 
是 一 个 自由 的 Z(H> —H, REB xoti 
i) iQ) n) 1 一 同 租 成 。 

EE] - 过 些 主张 可 由 系 C 立即 得 证 。 

垮 了 以 后 的 内 用 ， 我 们 也 写 下 一 个 特别 的 事实 。 

X E. 4 charf=0, zm (17.1), GA S"L—9S"L— 
Un 将 SL ARARE Uni 在 U,, 中 的 一 个 补 空间 。 

E- 在 系 4 中 取 琴 一 $” 


17.4. PBW 定理 的 证 明 


固定 二 的 一 组 有 序 基底 (232E) iRÍHGEBRGERUI OMA 2 
4€0) 篇 未 知 元 的 多 项 式 代 数 。 对 每 一 指标 的 序列 D= Qp eee s Åm) 
(mui Y SEE, 4 =z ap ES” MAA T= 
zi €T”, HURAE QMIATERIPHE AAL AIRES EE 
388; 我 们 特定 5 是 通 增 而 且 zs 二 1, 所 以 (zz| DEE 是 名 的 
HER EGL” PRIES Se= VOe pS”, EATS 
Hp, WRAS VAER, Risg. 
引 理 A. YRE— met, 存在 唯一 的 铬 性 映射 fn: LOS, 
— GW e: 
CAm) f,(w.G@zs)= zaz A <>, zseS,,, 
(Bm) f,CGaa@zs)— 22z€S,, k <m,zs€S;,, 
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(Cn) fo (5389 f EDN) = f n EDS nD 
Í nET JQZ), 46€ Smi o 
Tin, f, LOGS, 上 的 限制 和 fmi 是 一 致 的 。 

访 明 一旦 (Bw) REMIT 24, (CL) 的 各 项 就 都 有 意义 。 也 广 
X f, # L@S, , 上 的 限制 自动 地 满足 (4。，,), (B, D, (C, D, Bf 
以 由 所 主张 的 唯一 性 我 们 知道 过 限制 后 的 映射 必 与 fmi 是 一 致 的 。 
BTB f, 的 存在 性 和 唯一 性 ， 我 们 半 包 做 电 儿 。 对 於 为 = 0 ， 只 
出 现 zz— 1; 所 以 我 们 可 以 合 foCzx@1) 二 zx (ÉRE i k 
ELOS) o MA, Jo WE, (4A) (B) X (Co) TE CA) EB] 
我 们 潜 择 的 f。 是 唯一 可 能 的 。 

假定 存在 唯一 fmi 满足 (Ana) Bn) (C, i), 我 们 想 将 
fa 扩 张 至 一 映射 fn BiZi RREA f,Cz Q2), 其 
h Y eR EE m 3 30, 

SAY, MERMER naD M CAS) RE 
AURA-YX, Xu —[BIEER p VERRE 2, 所 以 了 = 
T), Hip B <T' m B T SEE m— 1, H (Am), zzz, 
zr=f,-(z,G@ zr). WBUT , f, GQ2zr)=z,zr BEER, 所 
以 《Cm) WEWER fal) WH, Bu) HESR fn 
27) 三 ?127 (mod Sw 1)。 过 证 明了 (C,) 的 右 端 已 有 定义 : 

Bpi d f a aC X469 24- f i CUm 9p). y ESmi o 

前 面 的 广 解 伍 明 我 们 能 够 定义 而 且 只 有 一 个 定义 的 方式 。 不 
仅 如 此 ，(4。) 和 (B,) 显然 是 成 立 ， 双 在 4< 1， ULT 的 情形 下 
(Cn) 也 是 成 立 。 但 是 (z, zi] lEn t], MANH, AT 
A, (Cn) 也 是 成 立 。 现在 只 要 再 考虑 <T 而 z <T 的 情形 。 
ET =G,T), Rihu <, v<, v< u, fT EBWE0S Bot 
见 ， 只 要 xz L, z €S, 我 们 就 以 zz 代表 fan. 
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PEAR KES IRIS Z ,zr= zr, (m,ze)=z,(G,zr)+[Z,z), xw, 而 
EHk (B, ,.)z,ze= Zpzy 十 WCWESm_2z)。 WE vU, v-u,BHBH 
以 《Cm) 可 以 用 在 LEa) HUNE, (C) 也 可 以 用 在 x; 
《Xsw)， 因 此 可 以 用 在 xuCnCruze)). MR: 

(D TTp27)= xni Tp2)) - Urat, Graz) 
Hlut d nage) T Go TT Isr 
刀 住 ， 在 过 整个 诗 论 中 ， 4 和 /是 可 以 互 换 的 。 如 果 在 O 中 将 
2 和 人 互 换 而 且 将 所 得 的 等 式 诚 一 减 ， 就 得 : 

Z (G Zr)—Z (Z2zr)=Z,(Z(Z,zr))—Z,(Z,(Z212O) 
[Xa zum )2e— Urs [z iz,JJzr=z,([z,z, Ze) 
FU Car deri [TL TT Jer — Urat y) nz) 
TG Unam 33r [z [z zJ) Urs C nu tr 
二 [Xxzpjzr《 利 用 Jacobi 等 式 ) 

CIIME 原 书 在 第 一 个 等 式 的 右 兆 第 二 项 显然 漏 掉 一 个 +,) 这样 就 

BRAT (Cw) CARERE EHR, 

引 理 B， 存 在 一 麦 现 2 : L—gC GO) 满足 : 

(a) p(zi)mi— zizz, AY 

(b) AUR EEXém, B) o(ri)zzmzazi(modS,), 

EA: 引 理 4 使 我 们 能 够 定义 一 个 糠 性 映射 f: LQ S — ë dE 
得 对 任意 m, f 都 会 满足 (An) (Bu) 及 《Cm) (AREE, fm 
BUB LOS, 上 就 是 foo. fis G Wii B L-1 E 
J£ CCa), 因而 提供 一 个 表现 0 它 满足 (a) K (b) (HRB An), 
(Bn)) , | 

BIE C. t cT,DOJ (J-—Kers, 2:7 —9 BD BD , 
N t Rm k KE: 加 落 在 7 《自然 映射 2 一 一 名 的 核 ) 中 。 

x EB: 将 L, 写成 基底 元 素 zzso(l<i<r) Miki A, ， 其 中 
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XG) 的 长 度 是 加。 在 引 理 B 中 的 李 同 能 7: 上 一 >g1(G) 8832200 
泛 性 可 扩张 成 一 代数 同 态 《也 是 做 p) 2%—Ende, MA Jc 
Kerpo, BilAp()— 0, (BRA: 原 书 将 0 印 成 ESRN) 但 是 
依 引 理 B, p(t) 1 是 一 多 项 式 其 最 高 次 项 是 zuo mir) ux 
性 组 合 。 所 以 此 组 合 在 〇 中 是 0 而 且 tS 了 正如 所 求 。 

PBW jESRREEIS 合 1 ET7”, r:.29- 一 2 是 自然 映射 。 F 
BARAH zGOCU, BREL, BE t ET”, (SU, 一 同 
MEC D=, KP t'ET。_1， 因 此 t 一 tfE J。 移 引 理 C 应 用 
至 张 量 上 一 YETwmn J 上: 因 镶 加 次 的 痊 次 分 量 是 +， 所 以 te I, 


17.5. 自由 李 代 数 


读者 可 能 对 用 生成 元 和 天保 来 建构 价 的 方法 有 相 党 的 认识 。 在 第 
十 入 凶 奢 我 们 将 利用 类 似 的 方法 造 秆 单 李 代数 。 角 此 之 故 ， 我 们 需要 
自由 李 代数 的 观念 。 

今 工 是 做 於 了 上 而 且 由 一 集合 下 生成 的 一 个 李 代数 。 如 果 葵 以 任 
何 映射 5: 开 一 >M， 对 需 一 李 代数 ， 则 存在 唯一 同 态 9: L— Mis 
得 o| x= $ 我 们 就 说 工 在 X 上 是 自由 。 读 者 易 证 得 过 衬 的 代数 工 在 同 
构 下 是 唯一 的 。 至 大 其 存在 性 ， 我 们 考 典 以 六 篇 基底 的 向 量 空间 V， 
然后 造 一 张 量 代数 .>(V》( 藉 着 括 弧 运算 7V) 可 以 看 成 是 一 李 代 
WO , 32B 2 LE 2(Y) 中 由 忆 生 成 的 子 李 代数 。 葵 以 任何 映射 9: 
XX 一 >M， 把 $5 先 扩张 成 一 狠 性 映射 了 一 >M CWCM)， 然 俊 自 然 地 
扩张 成 一 千 合 代数 同 驴 .2 (7)- 一 2(M)， 或 一 李 代数 同 驴 〈 它 限制 
在 工 上 的 映射 正 是 我 们 所 需 的 0: L— M, 鞋 因 少 把 生成 元 蕊 映 至 
M 中 ) 。 

我 们 答 一 性 解 如 下 ， 如 果 工 在 一 集合 世上 是 自由 的 ， 则 对 任 一 向 
_ 量 空间 我 们 只 要 定义 一 >g1(V) 然 合 扩张 成 L—9 8107) 就 会 
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在 向 量 空间 VV 上 定义 了 一 个 工 模 精 构 。 
最 全， 如 工 在 X 上 是 自由 的 ， 而 且 如 果 刁 是 在 工 中 由 元 素 f; ( 
j 取 习 菜 一 指标 集 的 全 苯 元 素 ) ， 我 们 称 L/R 是 由 生成 元 x; 及 天 
ff f ;= 0 生成 的 李 代数 ， 其 中 z; 等 是 X 的 元 素 在 L/R 中 的 像 。 


a E 


l. gARÉNM dimL<—colt, Z(L) 没有 零 因 子 。〔 提 示 : 就 利用 
缚 合 赋 次 代数 年 和 一 多 项 式 代 数 是 同 构 的 事实 。] 

2. 合 工 是 二 条 非 可 交换 李 代数 (1.4). Ce. y1— z, RERA 
Bi:L—o(Lye—WAM (GnJnL-0),. 

3. Hz cL, xx adx(y)—-xy— ys (ye (L)) MT 
adr 扩张 成 ZL) 的 一 个 自 同 驴 。 如 果 dim-oo, mig KCL) 的 
每 一 元 素 都 落 在 一 有 限 厅 子 卫 模 。 [如 果 L, Looe, r e L, BARS 
adz(z 一 $ nn "m ad x(;)-- Zao) 

4. in Lié—fE&X.EB—ÍIBE BIS RE ZC) MR 
iM DBggxINGUeM, HAV ERDAX GER. 

5. BUB X-— {2} 上 的 自由 李 代 数 。 

6， 如 何 利 用 PB 砂 定理 建构 自由 李 代数 ? 


= 
n 


我 们 处理 PBW 定理 的 方式 是 依据 Bourbaki (1), 至 於 其 他 的 处理 方 
X HZ Jacobson [1]。 I 


18. 生成 元 与 关 像 


现在 我 们 能 秋 炽 研究 信 於 代数 封 钵 F(char F —0) 上 的 个 单 李 代 
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KL, GIH ERR ELE GCRBR GOAL, MERMERE 
BE MESE SURB 228, DRUCBUPIERUES RES EIL OD CR DD 4p RE 
李 代 数 的 存在 性 和 唯一 性 。 在 过 一 节 中 ， 跟 以 往 正好 相反 ， 我 们 准许 
李 代 数 是 无 限 蕉 的 。 


18.1. LH ERR 


仿 工 牛 单 李 是 代数 ， 卫 是 一 CS4，@ 是 相应 的 根系 , A= {a …， 
a) BEERE Bicas ajo ei sah) (有 一 各。 
固定 一 钥 标 准 生 成 元 Z< Las y; Lo, 所 以 Cry: J= hi 

命题 就 以 上 的 记号 ， 世 是 由 {Zp y, hi 1<;<1) 生成 的 ， 而 且 
过 些 生 成 元 至 少 满足 以 下 的 天 保 : 

CS1) Ch;h;J= 0 (3, ja D, 

($2) [z;yi=h; [Zi yj22 0, i 3j, 

(S3) (h;z;]— «aj, aio 1j, Ut; yj] — 0j, 077i o 

(Sat) Cade Ss;ai>+1(z;)= 0 G= j. 

(347) (ad yj) ^j (y) 0 G: p>. 

E 由 命题 14.2 得 知 志 是 由 z; fn y; FERH, WRS 
是 显然 ，〈52) 也 一 样 。 党 4? +j, aago G 10.1), H 
此 事实 看 来 (S3) ERR. BEZES (S 经 由 对 称 关 保 
就 可 得 到 ) 。 因 篇 i 到 7J ,Qi 一 Qi 不 是 一 个 根 ， MEM e; 的 arth 
链 是 由 Qj, ay 十 ap ene sajta 租 成 ， 其 中 一 4 =<a;, a> GRX 
(9.4) 或 命题 8.4(e)), INS adx; 把 z; MENORES wz 十 ai Qj 十 
2ai,…… 的 根 空间 ， 所 以 (Si;j+) 成 立 。 

注意 ， 在 命题 中 的 天 保 里 所 包含 的 常数 只 和 根系 相 别 。 Serre 发 
现 一 件 事实 ， 那 就 是 过 些 天 焦 式 形成 了 工 的 一 租 完整 的 定义 天 保 以 
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下 定理 18.3) , SERERE] Serre 定理 的 第 一 步 来 说， 我 们 先 梭 验 只 由 
(S51) 一 (S53) 定义 的 李 代数 〈 可 能 是 无 限 厅 ) 。 


Ei (S1)—(CS3) 推论 而 得 的 辕 果 


国定 一 个 根系 ， 其 基底 A= [ao 7.0), Maps Cartan 整数 
一 ai a> Sci, furti 31 个 生成 元 ($, $, h|1<i<1 上 的 自由 
李 代数 工 开 始 (参考 (17. 4))。 倒 大 是 在 工 中 由 以 下 元 素 生 成 的 理想 : 
(hh, C;33—05h; uk; cuj. upit cili E L=L/K, 
而 且 令 z; ys h, 分 别 篇 生成 元 在 Lo RR. (it, dimL;— co, D 
就 ZL。 来 说 ， 其 麻 类 的 地 方 是 它 太 抽象 ， 以 致 可 能 是 无 聊 的 。 篇 
了 更 具体 地 研究 L。，， 我 们 想 造 出 它 的 一 个 适当 的 表现 。 以 下 的 建构 
将 在 第 六 章 中 扮演 相当 重要 的 角色 ， 所 以 读者 应 该 密切 地 注意 温 整 个 
如 《17.5) 中 所 设 的 ， 要 造 工 的 模 是 没有 任何 困 驰 的: 我 们 只 要 
六 每 一 个 生成 元 指定 一 个 粮 狂 构 换 就 可 以 了 。 倒 VV 是 以 (V1, gz s 
v,) 坊 基 底 的 向 量 空间 上 的 张 量 代数 〈 一 自由 结合 代数 ) ， MBT 
了 中 的 乘积 。 P Y Bas K Pausa ， 我 们 将 vi 69e Ovi, 缩写 成 
üUUcUu. BEREM 1 一 同 落 成 了 做 於 刁 上 的 基底 。 其 次 ， 定义 
VARRT: 
W 1= 0 
hii = — ci T eui 
nd 
jit m Vim 


v 


t 
kaisa, 
X; sU; Vi Vi riv) Ou Ceit Cii) Visti, 


於是 过 作用 有 一 唯一 的 扩张 因而 得 一 表现 9: É— zg 1CV) 
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命题 : 2 K. = Ke, B| KC K, Bp Y 引出 一 同 态 L— zl 
(V)， 因 此 使 六 成 篇 一 个 L-i 

EA: 首先 注意 h; 在 六 上 的 作用 是 对 角 的 《相对 於 秽 出 的 的 
基底 ) ， 所 以 $Ch;) m PAN 是 互相 交换 的 ， 部 (hh je R, m 
Ji, $G) 只 是 左 乘 以 2;。 (RE z; 的 作用 是 复杂 的 事 。》 

在 公式 中 置 j =i, RP pjt 0 Ije Bi Vig pa = 
—ój Cc Un euism mah visu L9 91. 1= 0 
一 57 包 1。 所 以 [人 9 一 ER , 

MX, sish A= hevcl FII, (hj; 
— ih vi emu m hy viti D = biz; ee 《cis 十 :…… 十 
Ci VV 二 CinVi Vi 所 以 hsp + ein? EK, 

对 於 儿 下 的 步 膨 中 ， 我 们 做 一 基本 的 摧 察 : 

(e he; Ceit i Ci CI Rj Vi Di, o 
上 式 CO TJ SEUBERHETENL. B i= 0 时, BRE, wyeeevQ—-]l. 
所 以 CO HEARRE, ERENRIESEXUR bjt tp 是 hu 的 
一 个 固有 向 量 ， 其 固有 值 是 一 (cisr 十 …… 十 ci 一 Cj)。 在 此 固有 向 量 
的 左 问 乘 以 0, 显然 会 产生 b, 的 另 一 个 固有 向 量 其 固有 值 是 (ci 十 
seren: 十 cs 一 cj 六。 由 过 些 广 解 以 及 定义 就 容易 六 得 (C), 

利用 CO 我 们 可 以 计算 : Otih 1 — 0 Ojha 
Deum Ced ceci) Gud teu) E£ieevn- 
Cjiåjtn Va 所 以 A cus; É, Kt, RC, 

定理 : 痊 以 一 根系 中 其 基底 是 (o esa], A L, 是 由 生成 元 
{zi Yi hil EE LERIBIERCST) — S3/E RAE FS, IWE (h; L E 
L, 的 一 个 Abel 子 代数 互 的 基底 而 且 L= Y +H+X 〈 子 空间 的 直 
A), KPY, X29 2 Lo {Zi} ia 生成 的 子 代数 。 

EE: 斑 明 分 成 交 个 步 县 。 利 用 以 上 所 造 的 表现 $: L, — 
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EIV): 如 果 z 是 £e Lie L, 中 的 像 ， 则 ó2)-9 0D. 

(1) XFÁnKerd—-0, ins h= S bhn 而 且 $C 加 二 0， 则 
$Ch) 的 固有 值 —Xajcu(1<i<1) 都 是 0。 但 是 @ 的 Cartan Ek 
是 非 温 化 的 ， 所 以 这 使 得 一 切 的 a,= 0, B b= 0, 

(2) 自然 映射 L—oL, 有 将 Fh 以 同 构 方式 映 上 XFh. EIB 
(1) 立 得 。 

(3) 于 的 子 空间 BF% 十 SF$ 十 Fh， 以 同 构 的 方式 映 入 Lo 
固定 i 。 天 保 〈S1) 一 (S3) 包括 : [z,y,)=kh, (h,z,)=2z,, hm y, J= 
—2y; 所 以 Fzxi 二 Fy: 十 Fh, 是 s1(2,F) 的 一 个 同 态 像 。 但 是 后 者 
是 一 个 单 代数 ， 而 且 hz 0 (PR (2))， 所 以 “Fx; 十 Fyj; 十 Fh, 和 
s1(2, F) 必 是 同 构 。 现 在 集合 lz; Inhi] 三 j 达 1} 是 粮 性 独立 ， 
鞭 因 它 的 元 素 是 非 需 而 且 满足 (S1) 一 (S3) (参考 adh; 的 固有 值 )。 
过 就 证 明了 (3), 

(4) H=YFh; 是 L 的 一 个 1 灯 可 交换 子 代数 。 过 由 (2) 及 
(S1) BD, 

(5) 如 果 xen) 表示 Kmi[mieoe[zi tuee B 
[h (Z; Tad = (c; Te Eep lte netah AE, REITA 
y; RÆ z, 一 ci 代替 cu. E t= 1 有时， 汪 正 好 是 (S$S3)。 一 般 情形 
TAMRE Jacobi 等 式 而 得 到 。 

《6) inR £22, BI Ltn EX, pe, EY dE 
一 样 。 由 关 傈 (S2), Cy jm —Ouhis W t = 2 的 情形 可 由 Jacobi 
SAR CS3) xr, PARERE ERED, 

(7) Y+H+XE L 的 一 个 子 代数 ， 因 此 与 L, 是 一 致 的 。 由 
(4 5. (6) An Y HHHX 是 L, AFRE BEY HEHA 
合 L, 的 一 个 生成 集 ， 所 以 它 与 L 是 一 致 。 
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(8) L-yY-HH--Xjg—im, EE, G) 已 说 明了 L 是 如 
解 成 何 地 分 ad H 的 固有 子 空间 ; BIDAL- Y H-RXdÉ— in G 
3), 2). 

如 果 我 们 用 「 权 」( 利 用 第 20 WORE) KERIM L= Y + 
如 十 和 ， 那 将 会 是 很 方便 。 对 1 S H*, A= (eL, Cty OO 
vh&H), Wi—:EEIEEHEUIT H — (Ze)o。 不 仅 如 此 ， 我 们 瀑 知 首 
EE Lie O AERE 7 正 是 那些 形 如 2 = Y ka; GEZ) HR, 
其 中 一 切 的 kl ERRET, SL 20-0) 或 一 切 的 如 二 0 G 
1400, REX - XO MAYS CL), 


18.3. Serre 定理 


在 (18.2) 中 我 们 研究 了 全 由 (510—593). 决定 的 李 代数 Ly 的 
车 构 。 现 在 我 们 想 知道 如 果 加 上 (18. D TARI RES), C577) 
ZEE, E ty (ada nens yu (ad y) Gn 
(D GAD. GEER L, 的 元 素 。) 

引 理 : dE (18.2) 的 本 代数 L dh, Wl <i sS j< K 1 <R 
之 1 来 说 ， 我 们 有 adz,(y; = 0。 

iE gmp: bud. B) (xQyd-0 《由 (532)》， 所 以 
adz, Mady TARR, Wit, adz,(yi = (4d yi) iPad x, i), 
AE k= j, ARE (dy) Ch). Bin (S3) ady; h= 
CJ, 如 果 汪 不 是 0， 则 c; 不 是 0 〈 因 而 是 负 的 ， 理由 是 ; £ 
j), Billet 122, Hit (dy) ^0) 0。 如 果 k+ 
j, BI K(z,;y;)= 0(S2)， 所 以 相同 的 主张 也 是 成 立 。 

第 二 各 情形: b= i 。 回 术 定 理 18.2 HREH, S=YFzx;-+Fy; 
十 Fh; 是 L, 的 一 个 子 代数 而 且 它 与 sQ, F) 是 同 构 。 因此 我 们 
能 够 提 到 很 多 关於 S 在 ZL。 上 的 正规 作用 。 朗 使 L, (一 般 》 是 无 限 
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雁 ， 第 七 节 中 所 用 的 一 些 推 苔 在 现在 的 情况 下 到 是 有 效 的 。 特别 ， 
AR j*i. (ziyO=0, BA y 是 S 的 一 个 极 大 向 量 其 「 权 1 
是 m= —c (WE Unyl--—cuy0 。 对 + 做 锋 灿 能 证 明 Cd 
Cady CY D=Em— iHNed IN) AE t= ert 1A 
HEO, 

ERÈ Serre 定理 之 前 我 们 先 提 一 个 有 用 的 建构 。 设 V 是 一 无 限 
PARAM z EV B— B B JE, nB V 的 每 一 元 素 ， 在 的 一 人 
相当 大 的 算 的 作用 下 会 变 成 0 则 帮工 是 局 部 震 零 。 在 此 情形 下 ，z 在 
VV 的 任 一 有 限 条 子 空间 WW 上 的 作用 是 宕 需 的 ， 所 以 ezp(z|w) 是 有 
意义 的 。 显 然 ，expCX|w) 与 espal E WOW" 上 是 一 至 的， 
所 以 我 们 能 把 污 些 映射 链 合 起 来 而 得 到 V 的 一 个 自 同 构 Tempo], 

定理 (Serre)， 固 定 一 个 根 条 人 @ 而 且 令 全 {an s nr) RRA 
底 。 兮 工 是 由 31 个 元 素 (z; ys h |1<i<1) 依 《18.1) 中 所 列 的 
天保 CS), CS2), CS3), CSijt), (S; 生成 的 李 代数 。 则 工 是 一 (有 
RID uH, Jk CSA 是 由 h; 以 及 相应 的 根系 生成 的 。 

TA: WRODVOREEEDPEDÉS. HEX, L=L/K, L jp (08.2) 
而 KK 是 由 一 切 zij yuGAj) EBI, BEARRA, Su 
先 考虑 Ly EX Y bs I, J, SIEB UI zu, yu 生成 的 理想 。 

(所 以 K 包 合 T,， J.) 

(D 7 及 了 是 L 的 理想 。 只 要 考虑 了 就 足够 了 《 因 般 天 於 7 的 
科 论 也 是 类 似 的 )。 一 方面 ，yi; 是 adh,<k<1) 的 固有 向 量 而 以 
Ct lnler BEHAE WA adhY)CY, h Jacobi 等 式 
得 edhs(])C J. WHT, WERKIE ad zxCJDC J. 显然 ， 
adz, EY TAA Y +H 《参考 18.2); 将 过 个 和 Jacobi 等 式 以 及 
adh DC 7 的 事实 组 合 起 来 我 们 得 drC, Et RUE JR 
lacobi 等 式 得 L,(J)C J (BB L, 是 由 ze ys 生成 的 ) 。 
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(2) K=I+J KERI+HJCK, BI+HJEÆE L 中 包含 
一 切 z, Ju 的 一 个 理想 ， 而 且 天 是 泛 雹 理想 的 最 小 一 个 ， 所 以 玉 三 
I+ J, 

(3) L=N-+H+N 〈 子 空间 的 直 和 ) ， 其 中 N =Y/J, N 
一 和 /7， 而 鼠 属 同 於 它 在 自然 映射 L— L 下 的 像 。 利 用 (2) RE 
和 分 解 L= Y LH- X GEW 18.2) HER 

(4) XFz,+XFh + Xy, 以 同 构 方 式 映 入 上 。 因 篇 且 是 以 同 构 
JPABRAL Ch (35 ， 所 以 适 正和 定理 18.2 WAIPOURI 
是 一 样 。 因 此 我 们 可 以 将 x,, cms h, 看 成 是 工 的 元 素 CH HOS COR 
生成 上) 。 

(5) 如 果 AC H*, 4 Li (zeL|Ox)—a0)x vhe H), RIH 
=L, N— 2 Le N => Ja G (18.2) WRA) , ， 而 且 每 个 L 
EARE. E G) UPC S CE GE RE 

(6) 关於 1 三 i 过 1,adxi; 和 ady: 是 了 的 局 部 医 零 自 同 态 。( 人 
HAIRED 只 要 考虑 dz; PEDE, 就 足够 了 。 PM={1EL FE 
某 一 % EN fifg(adz;)"(z)—0), WRT, y EM ladr) Cx) — 0 
和 Cadz;)Cy)— 0, H| (adz)'"(Cmy3)— 0 GRE. 15.1), 
所 以 财 确 实 是 过 的 一 个 子 代数 。 但 是 一 切 的 x,€ M CHE (S;;t2) 
以 及 一 切 的 y,€M (h (5250535). 。 送 些 元 素 生成 了， 所 以 人 M= 
L, 

(7) v;zexp(adzj)ezp(ad— yj)exp(adz;) («D ELW 
WAAR. Enh (6) 及 定理 前 的 广 解 得 到 。 

(8) HUE 2, & € H*. 而 且 o 王 4 (e €Z, ËJ Weyl 2) ， 
B] dimL;—chinL,, ARI EBRR ER CHO. 3Cd))， 所 
以 只 要 考虑 e 一 “ui 的 情 还 就 好 了 。 在 步 避 (7) 所 造 的 自 同 构 c; MA 
常 的 指数 乘 千 在 有 限 厅 空间 L--L. 上 是 一 致 的 ， 因 而 我 们 精 葵 (如 
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(7.2) 的 最 后 一 部 分 》r; 调换 L, L,, SJ, dimL,=dimL,, 

(9) 对 於 1icl.dimL,—1, MH k x0,1, 1, La 二 
0, X 来 说 渤 是 显然 的 ， 由 (4)， 因 此 圣 於 来 说 也 是 显然 的 。 

(10) 如 果 a co, H| dimL.— 1 ， 然 而 对 於 k=0,1,—1, BHI 
L. = 0 。 每 一 根 在 Z 的 作用 下 都 与 一 单 根 共 乾 (定理 10. 3(0)), 
所 以 过 可 由 (8), (9) 得 到 。 

(11) 如 果 二 去 0， 则 4 马 @ 或 者 4 二 0。 不 然 的 话 ，4 是 单 根 
的 一 个 整数 租 合 ， 其 保 数 有 相同 的 符号 《不 全 篇 0) ， 由 (10) Ana 
不 是 任何 根 的 倍数 。 避 题 10.10 蔡明 了 它 的 某 一 共 刘 cd 有 一 大 於 0 
的 傈 数 同时 也 有 一 小 於 0 的 傈 数 。 过 是 说 Lex 二 0 (参考 CD 因而 
BL (8) 的 结论 不 合 。 

(12) dimL= I +Cardġ<oo, Bii (5) .我 们 知道 症 可 由 (10》, 
(115 得 到 。 

(13) 工 是 牛 单 的 。 合 4 RL 的 一 个 可 交换 理想 ， 我 们 必须 证 明 
A= 0。 因 篇 adH(4A)C A, A=(ANH)+ X (AN La) (WL =H 
TEL) 。 如 果 LCA, B LLLOJCA, Wit La C A WB. A 
包含 单 代数 SIQ,F) BS—(BIESEIR REOR B5 (40). BEMAN, 
所 以 A= AnHcH, Bit, CL.4A]- 0(«co) mi B. AC NM Kera 
二 0 (a ,l<i<l 生成 H*), | 

(14) 五 是 工 的 一 个 CSA, ®@ 是 一 个 根系 , 瑟 是 可 交换 的 《因而 是 
RORIS) 而 且 是 自身 正规 化 的 《 因 篇 三 女 十 有 L, 是 直 和 分 解 ) ， 
即 玉 是 一 CSA4。 从 是 显然 是 相应 根 集 。 


18.4. 应 用 : 存在 与 唯一 定理 


一 分 耕耘 ， 一 分 收 稳 ， 我 们 的 努力 欧 於 效 得 回报 。 


1532. 李 代 数 与 卖 现 理论 之 导 引 

定理 : (a) 今 下 是 一 根系 。 期 存在 一 牛 单 李 代数 以 中 赁 根 系 。 

(b) SL, L 是 半音 李 代数 ， H. H' 分 别 是 他 们 的 CSA, o, D 
分 别 是 他 们 的 根系 。 兮 0—0 是 一 已 知 的 同 构 ，. 把 已 知 基底 A 兴 
SE—ÓEIKA', Tibi s: H—9H' 表示 和 结合 的 同业 (如 (14. 25, . 对 每 
>a EA (a'&A') BEERE Zu 会 Ze (Td EL d) FEE 
WAR r: L—— L 它 是 r: H—H' 的 一 个 扩张 。 MWEE. Xa 3 
= d UEA 

R3: (a) 过 可 由 定理 18.3 直接 得 到 。 (b) 对 a CA, a'c 
AER, CE BID. ym y'a WE (z. YaJ=ha, (2a, y'a = = 
zh). Bie xay ur (ate AO) 满足 定理 18.3. 的 天 保 ， 而 过 
生成 也， 所 以 有 唯一 的 同 态 z: L—L' 把 La, Yasha (EA) (各 
别 地 ) RE m. Id ie。 zip H——H' 的 一 个 扩张 
是 显然 的 。 不 仅 如 此 ， 相同 的 讨论 也 得 到 一 个 同 态 n^: L'—9 L 而 且 
合成 zz’ 及 nr ELR OL 的 生成 元 上 分 别 是 么 射 ， 所 以 x 是 一 同 
构 。 


a m 


l. 利用 L, 在 了 上 的 表现 (命题 18. 2) , 试 避 在 定理 18.2 
中 所 描述 的 代数 环 , Y, SWERE l<; YK ly, i LER 
自由 代数 。 

2. d raxk 中 = LE, BEER (Sut) (S,, 2 是 空 的 ， 所 以 一 工 
=s] (2, 了)。 适 党 地 修正 在 (18. 2) 中 的 了 AER, GK ae V EA 7.7 
中 的 模 ZO 是 同 构 的 。 

3. WEE (8.3) 中 L, 的 理想 下 包含 外 Lo 的 任何 理想 ， 其 
补 厅 是 有 限 的 〈 序 二 是 L, 的 最 大 有 限 稚 商 代 数 ) 。 

4 gs Dynkin 图 示 的 每 一 包含 (例如 Ec E,C E,) 在 对 应 
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侍 单 李 代 数 引 出 自然 的 包含 。 


US RD 


实质 上 ， 定 理 18.2 WARED Hb: Chevalléy 与 Harish-Chandra 
(参考 Harish-Chandra[1]) 所 提供 ， 再 经 Jacobson (222 Jacobsrn[1]) 
加 以 简化 。Serre 定理 及 其 在 存在 与 唯一 定理 上 的 公 用 可 在 Serre [2] E3* 
到 。 也 可 参考 Varada rajan[1), $5. 5 


19. RZ 


WRTA, FIÉ—IREGHPHISJUS GUIUE 0, deg — ERUIT 
JK BHS F EB E IVDi RA DUERUSUPIRHD a 
依照 分 类 定理 ， 存 在 一 个 《就 同 构 而 言 》 而 且 仅 一 个 单 李 代数 其 根系 
是 ACID. B22), C23), D(124), Eo En Es F, Gz。 我 
们 将 对 古典 型 4 一刀 以 及 Cs 做 更 需 完 整 的 描述 。 但 针 其 他 的 例外 代 
数 ， 其 必 储 知识 牵涉 到 Jardan 代数 等 等 将 使 我 们 隔 题 太 束 《参考 以 
下 的 广 解 ) ， 所 以 略 去 不 谈 。 


19.1 JPEUBERSTUBI ERI 


在 理论 上 (定理 5.1) RPTE Killing 形式 的 计算 来 检定 一 已 
知 李 代数 是 否 是 个 单 ? 在 实用 上 ， 我们 有 一 个 相当 简单 的 方法 。 首 
先 ， 我 们 下 一 个 定义 (参考 避 题 6.5) 。 葵 定 一 李 代数 工 0 WR 
RadL-Z(L) WHB LEARNS. dimiféBonnot. L 是 可 交换 的 
及 工 是 个 单 的 。 eV) 是 一 中 庸 的 情 作 。 BEBEL ERMET 
交换 的 ， 所 以 L'=L/Z(L) 是 中 单 的 。 於是 adL==adL' 在 L 上 的 
豆 现 是 完全 可 锡 的 〈6. 3)。 记 工 二 MQ@Z(L)，M 是 一 理想 。 特 别 ， 
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CL, L])-CM, M)EM, 但 是 在 自然 同 能 下 [LL BE E L, BibL L= 
[LLI@Z(L)。 过 些 说 明 洁 致 以 下 命题 的 第 一 个 主张 。 

命题 ，(a) GL ERM, MLL—(LL3GZOD, 而 且 (LL) 或 
者 是 0 或 者 是 咎 单 的 。 

(D # LCzI(V) (7 是 有 限 厅 ) 是 一 非 雳 李 代数 。 如 果 工 在 了 
LügfERHRESERORS, MLÆRRY, R dimZ(L)-1. mnR3É— 
JOBLCSIQ, B L8. 

证 明 : RIBARI (b). 4 S —RadL, 4k Lie €m, SEV 
中 有 一 共同 固有 向 量 ， 即 有 一 v EV 使 得 $. v —2(5)v (se S), n 
果 工 会 卫 ， 则 fszJE S 亲 致 (*) s.(m.n)=4(s)z=-u+4(KszrzD)n, H 
需 了 在 了 上 的 作用 是 旗 葛 的 ， 所 以 Eh Lo 生成 的 。 所 以 由 CO) 
得 知 S 所 有 的 元 素 $ 的 甜 障 〈 关 於 适当 的 基底 ) 是 呈 三 角形 ， 以 AG) 
BENE. HU ZAF [SLIC SHWE, MERK 
EEE CSL 上 的 值 成 需 0 。 回顾 C, RARER S < 
S 在 上 的 作用 是 对 角 的 正如 纯 量 Ms) 一 样 。 特 别 ，S 二 Z(Z)〔 所 
以 工 是 缩减 的 ) 而 且 dimS< 1 。 最 后 ， 今 工 CsICV)。 因 震 siU) 
除了 0 以 外 不 包含 任何 纯 量 (charF=0)， 所 以 S=0 mE LEE 


在 (1.2) 中 我 们 介 炮 过 古典 代数 。 需 了 腺 免 重 复 起 见 ， 我 们 只 考 
Ë A21), B22), C023} DU24) (BZU 1.10 以 及 第 
十 一 季 中 的 分 类 )。 BE EIOS GMB), SER gi) 
在 VV 上 的 作用 是 猎物 的 《 它 其 至 是 拥 移 的 ) ， 所 以 sKV) 在 了 上 
&S lE RB EURE EEUU. SÉJENEE DER 19.1 HARENZ B, 
Cn D, 的 中 单 竹 的 一 个 典型 。 — GE (0.2) rPAUPICHBLESRUE EIC 
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是 由 一 些 味 需 0 的 自 同 驴 组 成 的 ， 所 以 需要 登 9] 00 FU E: Bx f0 kE Tl 
B.) | 

注意 ，T 的 任何 子 空间 如 果 在 iV) 的 子 代数 工 的 作用 下 保持 
TBERIZE 1 及 工 生成 的 千 合 代数 . (包含 於 End (V). 的 作用 下 保持 
THE, MASTA Bi, Cn D, 的 自然 表现 是 既 移 的 ， 我 们 只 要 证 明 
V 所 有 的 自 同 驴 都 可 由 1 及 工 的 元 素 烃 由 加 法 ， 纯 量 乘法 及 通常 乘法 
而 得 就 行 了 。 由 1 可 得 一 切 的 祁 量 。 由 对 和 角形 短 阵 《如 (1. 2) 所 列 ) 
我 们 能 得 到 一 切 可 能 的 对 角 短 阵 。 接 着 对 人 於 种 种 不 同 的 基底 元 素 《 如 
ej 一 ej 157) RUBE diag (0,……, 1,……,0) (1 在 第 i 个 
位 置 ) 就 得 到 一 切 的 ei;， 读 者 能 很 快 地 属 明 过 一 点 。 

前 面 的 讨论 司 明 了 古典 代数 都 是 牛 单 的 。 显 然 、 在 每 一 种 情形 下 
由 针 角 垂 障 〈 列 在 〈1. 2) 中) 生成 的 ! ETRE ERNE Cr 
(H)-H, WE —BXGUR-T UR. C— C84), E (1.2) 中 所 描记 
的 其 对 基底 元 素 ， 是 根 向 量 ， 所 以 很 容易 找到 单 根 ， 由 此 就 可 以 性 明 
工 正 是 所 指定 的 各 型 单 代数 。 

LIE COLERE (MET LIN 


19.3. G, MRA 


在 第 六 章 将 看 到 G, AWARKE— (ERK HORI, EE 
以 某 些 7 x< 7 ERAH, MEREK: T NORR RERE 
MERE Lo=0(7,F), B, 型 单 代数 中 。 因 篇 dimL,=21, Ai dim 
G,—14, 在 事后 我 们 发 现 将 G, ARE L, 的 子 代数 L ERKE 
的 。 

如 (1. 2)， 工 有 一 租 标准 基底 ， THER es( 1 <r, s<7) de 
示 。 在 以 下 的 计 论 中 需 了 方便 我 们 预定 指 栋 7 ,7 , 8861.2, 3, 82 
f£ Ly 有 一 CSA H, IA (di da d) REE, d;—6 ara Citas 


LEETSCULITELII 
千代 数 上 的 CS4 BUISSUSTEREH —(Xad,| Xa, 20), VIR, dimH 
一 2。 
对 应 G, 的 六 个 长 根 ， 它 们 自身 形成 A, 型 的 根系 (四 题 
12. 4) ， 我 们 在 Lo PEKER H RIA gos G7) 如 下 : 


81,227 81,47 E23— los 


81,757 8Í , i 6 — 6n. 

82,757 EÍ 2= 64. — n 
SRLBESMHBISED, RIR z.G=1,2,3): 

8i—48' 4 2(6—65)— (C637— 645) 

8x= —g' y Z (a 63) Ces — 645) 

8, —g'V 2 (64—61)— (62 — 633) 
注意 ， 以 上 所 列 的 十 二 个 根 中 ， 每 一 根 都 是 ad H 的 共同 固有 向 量 ， 
而 且 没 有 一 个 能 与 玉 所 有 的 元 来 交换 。 现 在 我 们 能 够 定义 工 是 由 及 和 
此 十 二 个 向 量 生成 的 。 以 下 的 等 式 以 明 工 在 括 弧 妈 算 下 是 封 阴 的 。 读 
者 能 够 在 不 花费 太 多 的 夫 下 而 其 明 他 们 就 转 填 天 你 之 便 可 将 他 们 锋 
烙 到 括 个 情形 去 讨论》。 


(1) [8i,- 5 £1,-11 0781, ibu gk i 
(2) [gi 8 .,)—3d;—(d,-- d; -d4) 
(3) [gi £1) —Óu£; | 
Ci, Bp = 08 
(4) [gi g-;)=38;,-i G= j) 
(55 [gi, 8;j1— X28, | GENTIS 


[84 £-;1— E22, 
(S) 式 中 的 符号 可 从 以 下 等 式 看 出 : 

[gi 821—248, 

[gx £31 —28.5, 
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(£5 83)—28.; 
(党 些 等 式 都 之 涉 到 转 甘 年 阵 ) 。 

依 前 面 所 述 ， L 是 一 个 14 检 李 代数 ， 豆 是 五 的 一 个 CS4 
(dimH=2), ME 上 是 由 趴 篇 0 的 敌阵 所 和 组成。 如 果 L EPHE 
由 分 类 显然 可 看 出 G, 是 仅 有 可 能 的 根系。 所 以 由 命题 19.1 我 们 只 
须 廿 明志 在 V —F' 上 的 作用 是 饶 移 的 就 可 以 了 。 邻 六 的 自然 有 序 基 
底 的 次 序 是 (Uo, Vis Vz Va 9. 0 2 9 32. HE diag(0,1,2, —3, —1, 
一 2, 3) B^ Hii TRO BS ISP E, PARR W A 0 JV pi L-5 
TAH, UW 必 至 少 包含 一 个 自然 基底 向 量 。 依次 地 ， 我们 观察 到 
Ea 将 v. RE ve. 的 一 个 倍数 ， 而 且 将 vus RE u, 的 一 个 代数 

Ci, j, RI), ， 然 而 Eist vuU 8 人 :一 一 人 BEFA 
PEW aE- YEERE, KHW =V 

将 G, 型 单 代数 看 成 8 FERREE (Cayley 或 八 元 数 代 
数 ) 的 亲子 代数 Deg GR (1.35) 也 是 很 有 意思 的 。 首 先 ， 我 们 
DARE, 4 (¿L e, es) 是 F: 的 通常 正 交 基底 〈 在 通常 的 内 入 
vw). F3 也 有 一 向 量 积 (RIED v x w——Qwxv) 满足 规则 : 
e,xe,= 0 (11,2, 3), €,X6,—06,, 62X63 二 61, 06 X € —05 > ARER 
EZH, Ue 是 两 个 Fo 与 两 个 了 的 和 。 然而 需 了 方便 ， 我 们 将 乡 
的 元 素 配 需 2 XAM ps) 其 中 a. 5 ESF,v,wE F: GA 
祁 量 乘法 与 加 法 如 往常 算 障 的 做 法 一 样 。 然 而 在 乡 中 的 乘法 规则 是 较 
HHE: 

&vNa' v^, [(aa'—ow! av J-b'v--w xw! 
(z b PODER bb'—w ) 
因 需 了 中 的 乘法 ， 了 hü S X 8 sie Sesar, 所 以 上 述 的 乘法 
BE E SERR kE BU, 
固定 名 的 一 租 基 底 《C1, Cos Cs Cas Css Ces Cr Cs)， 其 中 
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10 00 ; 
“=(00) et01) lod) eleo) 


(1,2, 3) 
AC ELE de M — 
F3 一 

C C C3 €, Cs Ce €, Cs 
C1 C1 0 Cs €, Cs 0 0 0 
Cz 0 C5 0 0 0 Cg €; Cg 
cs 0 Cs 0 《8 —€4 一 《 0 0 
€, 0 €, 一 Cs 0 Ce 0 —C1 0 
Cs 0 Cs Cr 一 C6 0 0 0 一 Ci 
C6 Ce 0 —63 0 0 0 C5 一 C4 
C7 C7 0 0 —0€5 0 一 C5 0 Ca 
Cg Cs 0 0 0 一 C2 €, 一 Cs 0 


注意 ， ci 十 cx 一 ( 》 1 ) 的 作用 如 代数 多 的 么 元 。 照 惯例 ， 检 骏 交 换 子 
cc' 一 ce (利用 基底 元 素 与 下 一 ) 就 能 座 明 由 一 切 的 交换 于 生成 的 子 
BAE MUERE T, BD dim 名 /Zo= 1, 又 ZF。 的 基底 是 (C1 一 cs 
Cas Cas Css Ca Cr C8)， 所 以 V o 是 子 空间 Fo se, 的 补 空 间 。 不 仅 如 此 ， 
V. 正好 是 由 中 TIR] A 0 的 元 素 O=- 所 租 成 的 子 空间 。 
由 乘法 规则 得 知名 的 任何 洁 子 都 将 「 常 数 | (ci 十 cz 的 倍数 ) 映 至 0。 
他 方面 ， 任 何 导 子 作用 在 G。 上 时 都 保持 OTE, 因此 导 子 是 由 它 
限制 多 。 在 上 的 作用 所 决定 的 。 

置 =Der。 由 前 面 的 说 明 ， 工 在 多 。 上 有 信和 实 的 作用 (而 且 
Ë Fete) 30), M $: 工 一 >g1(7, 耻 ) RRERRD (E. 
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的 基底 田 择 如 上 ) 。 现 在 的 间 题 是 要 证 明 工 不 至 从 太 小 ， 篇 此 之 故 ， 
我 们 要 实在 地 举 出 一 些 v WT. WS G, 型 的 长 根 形成 一 个 A 
型 的 根 条 ， 工 应 党 包含 一 个 和 sIG,F) 是 同 构 的 子 代数 。 对 z< 
s1(3, 了 ) xt IB RR. oC): € —À (5 )—(9 ree) 
(t= MED . BBEA, RARER (D) -HFEA z 
—oé(z) 是 一 个 〈 非 自明 ， 因 此 是 信 实 的 ) s1(3,F) WRS. 以 
M 表示 s1(3,F) 的 像 而 以 H 表示 装 角 代数 的 像 。 (注意 $CM)CC 
o(7,F) 而 且 éCH) 与 原先 Gs 的 CSA 是 一 致 的 。) 我 们 很 容易 
SHE gi, E) 中 和 太 交 换 的 短 障 都 是 diag(z, a, an ds, iy ly 
46)《 原 书 的 x 其 位 置 不 对 ) ， 其 中 x E81C2,F) MEERE 
矩阵 如 果 是 多 的 一 个 亲子 则 必 早 已 落 在 瑟 中 了 。 所 以 C,GH)=H, 
WAZUM)- 0， 所 以 我 们 也 法 出 ZCZD)= 0, 

BTS LE: G。 型 单 代数 ， 我 们 就 要 找 更 多 的 潮 子 〈 半 谭 到 
短 根 ) ， 然 后 利用 他 们 来 访 明 工 在 Y. 上 的 作用 是 施 狗 的 。 事实 上 ， 
我 们 在 Z, PRRERKEE L HERRA 9 正好 是 以 上 所 研究 的 那 一 
个 (在 0(7,F) 中 ) 。 如 果 直 接 鲜 明 先 前 的 代数 工 是 由 名 的 导 子 的 像 
所 组 成 是 可 能 的 但 是 太 繁 了 ! ) . VEBDTISTUNDUR, UMMRIH S 
箱 做 法 ， 那 就 是 我 们 能 够 实际 地 定义 出 乡 的 某 些 潮 子 〈 称 坑内 亲子 ) 
而 且 接 着 能 整 明 他 们 是 对 应 到 那些 在 前 面 所 列 出 的 算 阵 的 。 


E oH 


1， 如 果 工 是 一 个 李 代数 而 且 CLL) REH, MLEREK 

2. See (19.2) PREHR, EARMEN. 

3. 4 工 Co(7, 了 ) du (19.3) 中 所 造 的 代数 。 吉 利用 荆 在 转 置 
作用 下 是 封 并 的 事实 ， 改 明 工 是 牛 单 的 〈 参 考 4.1) 。 

4. REE (19.3) 中 关於 多 。 所 做 的 主张 。 
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5， 就 以 定 闵 如 (19.3) 的 Cr), x EsiC3,F) 是 多 的 一 个 洁 
子 。 

6， 试 Cayley 代数 Z 满足 “交错 律 ”X?y=X(Xy),，y7? 二 
(y2)z。 在 任何 满足 交错 律 的 代数 .x 中 ， 试 属 具有 以 下 形式 的 自 同 
熟 事实 上 是 一 个 苯 子 : [3,4] 上 [hos pg 十 [po pla, b C, a= 
ERER a RA, =E RERA b HRR, ERER 
Be BIRHEBSAEAI. 

7. BAG HHB (19.3) 的 结 葵 中 的 论断 。 

附 RE 
Tits 以 一 个 一 致 的 方式 赴 了 五 个 例外 的 单 代数 ， 详 情 请 参考 Jacobson 
[2]，Schafer (17, Seligman [1] tPS S EC b DEF LRA, 
读者 可 参考 Kaplansky (1), Pollack [1] 从 0o07, P) 中 盘子 代数 G, 是 
取 自 Expose 14 of Seminaire “Sophus Lie" (1) 〈 然 而 ， 在 那 庄 的 一 些 公式 
f T—H$ S.) 
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在 过 一 整 章 中 ， 世 将 表示 一 个 什 音 李 代数 〈 伤 於 特 征 数 0 的 代数 
BPHEE EO, HELME CSA, 中 是 一 根系 ，A 王 {aeub sa) 
是 中 的 一 组 基 底 ， 懈 是 Weyl 3E, ESE H JE au BRE L - 
模 ( 购 然 某 些 无 限 雁 模 也 会 出 现 ) 。 由 於 Weyl EE (BERI) 
性 〉， 使 得 弃 狗 模 在 有 限 攻 的 情形 下 扮演 了 一 个 最 主要 的 角色 。 


20. 机 与 极 大 向 量 


20.1. 权 空 间 


如 果 下 是 一 有 限 灯 亏 模 ， 由 定理 6.4 A HEV EKEREN 
Hy V = LV, 3trhaXxuE H* 的 元 素 而 且 V= {wEV |h v=) 
v y heH), SJATORV.V. 还 是 有 定义 的 ; 一旦 VI 0, Bur 
ft: hae zi rd B 2188 2 是 站 的 一 个 权 (更 确切 地 设法 『 4 是 
HEV E-W] ) 。 

和 范例 (D 工 在 正则 表现 下 是 一 个 荆 模 ， 其 权 就 是 根 a Cc b OE 
空间 L, 是 1 ÉD 和 0 EZH IEN) o 

C2) € L-sIQ,F) K, H LOREAN 4 是 完全 决定 於 它 在 基 
底 向 量 h 上 所 取 的 值 A0); 所 以 我 们 可 以 有 效 地 利用 第 七 通 中 所 讨 
论 的 权 。 ( 希 吝 读者 覆 习 那 一 和 迎 的 内 容 》。 

如 果 dimV =co， 则 无 法 保证 了 是 其 权 空 间 的 和 《名 题 2 . 3 

[161 ] 
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而 ， 一 切 的 权 空 间 的 和 Tz" 便 需 直 和 :全 明 方法 实质 上 是 和 我 们 伍 明 一 
个 乏 性 变换 的 相 办 固有 值 的 固有 向 量 是 狠 性 独立 是 一 样 的 (如 题 1 )。 
V' 是 V 的 一 个 子 L 模 : 过 可 由 ZeCxE@) 对 於 权 空 间 有 排列 作 
用 的 事实 而 得 证 。 郎 ， 设 TELa, u Vi hEH W h.z.s= x°. 
h» v E Uiz)-v— QOO ca (h))x-v, BEA L, 把 V, B Vae, Bi 
精 以 上 精 果 就 得 : 

BE 令 V 是 工 的 一 个 模 。 则 

(a) L, 把 V, 映 至 ViraCQEH*,aED)。 

(0) V'— XY: 是 一 直 和 ， 而 且 V EVRAT L-i 

(c) 如果 dimV<ooy R| V =V, 


20.2. 标准 循环 模 


依 定 闵 ， 在 一 个 工 模 VV 中 的 一 个 极 大 向 量 〈 属 於 权 2 ) 是 一 非 零 
向 量 vtEV Zee 二 0 Ya>0 (或 a EA), EMAEMA R 
取 法 相关 的 。 敬 如， 设 工 是 一 单 代数 ， 而 8 是 在 中 中 关於 A 的 极 大 根 
《 引 理 10. 4A), 6863338 L BJ IE RISOR2EBER, Ls 的 任何 非 零 向 量 都 
是 极 大 向 量 ; 在 此 情形 下 ， 过 些 显 然 是 公有 的 极 大 向 量 。 当 dimV — 
co 时 ， 极 大 向 量 不 一 定 存在 ， 然 而 正好 相反 的 ， 如 果 dimV <—colik, 
RI Bore! 子 代数 (16.3) BCA) - HF 1 L, 有 一 共同 固有 向 量 ， 过 是 
Lie 定理 所 主张 的 ， 而 过 个 固有 向 量 就 是 上 面 定义 的 极 大 向 量 。 

e] EIACBIRRAESLEJ 工 模 ， 先 研究 由 一 极 大 向 量 生 成 的 LL-H 
是 很 有 用 的 。 如 果 下 三 多 (7).o+， 其 中 EV: 是 一 极 大 向 量 ， 我 
们 就 简称 是 标准 循环 的 《属於 权 ?2 ) 而 且 我 们 称 4 是 站 的 最 高 权 。 
描述 过 逢 模 的 结构 的 很 容易 的 。 国 定 非 零 的 z€ L, (a0), 35 H.E 
取 y.eL a。( 叭 一 地 ) 使 得 [xaya1l 二 ha。 记 住 ， 在 第 十 节 中 对 於 欧 
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KEREMMA: 2 > FC 2 一 z 是 某 些 正 根 的 和 QuE 
H*) GREAR H* 上 。 以 下 定理 的 (b) 部 分 说明 了 2 叫做 [最 高 
BET 的 原因 。 
定理 ” 今 了 是 一 标准 循 束 . 二 - 模 ， 其 极 大 向 量 EV, & o= 
{2 Bs, Unt , Bs). ELI 
Ca) 了 是 由 ypeccyjmvtG;ez) RARERK SUL, V 
是 它 的 机 空间 的 直 和 。 
O) VORDERE e = 2 一 Y ka; ROSE Zt), BUD 
J z —< 2 的 机 。 
(oO 对 从 每 一 KH*， 剧 有 dimV,<colli B. dimVi- 1, 
(D VV 是 一 个 不 可 分 解 工 - 模 ， 它 有 一 唯一 的 极 大 《鞭子 模 。 
(e) V 4g —JESR RU RES d RR 2 的 标准 循环 模 
dB] L—N -B,Hrh N =L. mE B-B(A)X lm PBW 
定理 (定理 17.3 MURC XR D) 得 9 (D) 9 ON (Dv 
UND Fu+ (Hf v^ 是 B 的 一 个 共同 固有 向 量 ) 。 现 在 ZCN-) 
有 一 基底 是 由 诸 单 项 式 yanay a i" 租 成 的 ， 所 以 《a) f, 
向 量 OVa 的 权 是 2 一 68; CER 20. 1(a)》。 重 
新 改写 B; 成 单 根 的 一 个 非 负 Z- 粮 性 租 合 (如 第 十 节 ) 。 我 们 就 得 
(b), 
显然 在 (b) 中 只 有 有 限 个 的 向 量 (*) 使 ZiB 等 从 预定 的 X bra 
由 (a) 知 ， 如 果 e= 2-—Xha, 则 证 些 向 量 生成 机 空间 Va WW 
Bub, Jin CO 的 向 量 如 果 其 权 是 py = 2 则 必 是 v* 本 身 ， 因 此 
(c) d, 
zt (d), Bug V -V,QV, Gf LAWER o do tmc 
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U,U,CV, i—1,;2, RISJA—UJM bcB,b.vt—b-v,-b-v, 是 
vt 的 倍数 ， 因 此 使 得 v.v. RRE? 的 极 大 向 量 CIURSV 0) 由 
(.v2- 0 所 以 v, 是 v* 的 一 个 倍数 。 由 直 和 知 v,— 0 或 ,二 0 所 
以 v*t€V; 或 vteV, Bl V =V, R V =V, (AR st EBR V), 
同 理 ，T 的 每 一 叶子 模 显 然 都 是 化 在 V. 以 外 的 权 空 间 的 和 谚 ， 所 以 
一 切 得 样 的 子 模 的 和 逮 是 鞭子 模 。 

最 后，(e) 是 明显 的 。 

R RVE, BREV EHI L- 模 。 划 六 中 的 任意 极 大 
向量 都 是 v+ 的 纯 量 倍数 〈 某 种 程度 的 唯一 性) 。 

TRA 如 果 wt 是 另 一 个 极 大 向 量 ， 则 VODw*t-V (RSV 
是 饶 移 的 ) 所 以 定理 可 同时 应 用 在 ot 及 w+ 上 。 如 果 wt uude 
4, HU A WE 4 人 x (H (b) 所 以 4=2 eh: (由 (c)) 
wt 和 v* 是 成 比例 。 


20.3. 存在 与 唯一 定理 


我 们 要 证 明 对 从 每 一 2 H*, 存在 一 个 以 A BIEN ELAROER 
Xm L- 模 ， 它 可 能 是 无 限 稚 。 不 仅 如 此 ， 任 意 两 个 过 种 模 是 同 构 
的 。 同 构 的 部 分 是 不 可 的 〈 寻 其 方法 和 定理 14.2 HERDER, 
但 分 较 篇 简单 )》。 

定理 A AVW, EL ABIRUENUEGETURNL MPV BW 
是 饶 移 ， 则 与 是 同 构 的 。 

Ej dk [- 模 X=V@@W。 如 果 vt, wt SUREV, W ERE 
2 的 极 大 向 量 ， 邻 2+ 二 (vt,w+)EX， 所 以 zt RRE A 的 极 大 
向 量 。 今 Y 是 X 中 由 zt 生成 的 于 L- 模 (Y 是 标 闪 循环 的 ) ， 而 且 
A b:Y —V,b:Y —MW 是 由 XX 投射 到 V 及 WW 的 投影 所 引出 的 映 
射 。p,p' 显然 是 L-BAR BA at=, pCz+) 二 w+ ， 所 以 
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Im p=V, Im p'—WibiEARBU. RER p.p Reks OA 
看 成 L- 模 时 了 与 了 及 了 与 酌 是 同 构 ， 因 而 定理 得 媳 ) 。 事 实 上 ， 
Kerp' VOY (Vg XIB,0, ueV), 'E V 的 一 个 子 
L-g, KEV EWH. PHL V ny 20 uu 了。 和 后 者 是 不 可 能 的 : 
(t, OEY 会 使 得 〈o+, 0) 是 (V+,w+) 的 倍数 〈 定 理 20.2(c)) ， 
BERZH. 因此 P. CE, p) Eikit 

Jk, RUPPENCETERUER, AMEE, MTANEE: IER 
HEURE- ERRAR? GRO PDHRPÉÉESREDUAULBÉTI, PRE 
EEA 

首先 ， 我 们 看 一 个 范 半 模 建构 〈 它 和 有 限 且 的 表现 理 葵 中 所 用 的 
技巧 相似 ) 。 过 是 由 以 下 的 观察 而 联想 到 的 : 一 标准 循环 模 ， 看 成 
B- 模 时 (B= 二 8CA)， 如 前 会 包含 一 由 已 知 极 大 向 量 生 成 的 一 稚 子 
E, BERTH o 坑 基 底 的 一 灯 向 量 空间 D. p, XERE 
在 D, 上 的 作用 如 (h+ X ra)vt=hvt=aCh)yot, A EH* 是 固定 
的 。 读 者 很 快 就 会 相信 着 使 D. 确实 成 需 一 个 已- 模 。 当 和 然 ， 刀 : 也 同 
时 是 一 个 Zr(B)- 模 ， 所 以 考虑 张 量 积 ZQ)=Z(L)@, D: 是 合 
理 的 ， 而 此 张 量 积 在 多 (Z) 的 自然 〈 左 ) 作用 下 释 成 是 一 个 ZL- 
模 。 

我 们 主张 ZO 是 属於 机 2 的 标准 循环 模 。 一 方面 ， 1 Co+ Ei 
RER ZO). WDH, BA (L) 是 一 个 自由 多 (B)- 模 《定理 
17.3 HRD) 而 且 以 1 及 各 种 单项 式 ya nooo m 组 成 基底 ， 所 
以 1G@o+ 关 0。 因 此 1 &v+ 是 属於 权 ? 的 一 个 极 大 向 量 。 就 简称 它 
Evt, 

.过 个 建 祷 构 也 襄 明 了 一 件 事 : 如 果 N-— La ME ZQ) 看 成 


是 ZCN )- 模 时 ， 是 与 VON KAA, BEER, ARZ) 
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c- (N-)G2/(B) (PBW 定理 ) ， 所 以 ZGDexZ (QNO E. (看 成 
是 左 UOS. 

以 「 生 成 元 与 关 傈 」 3E ZO PETEN Riti, BRER 
ERLE Lla Oii, MES IDEEL f — 0 xa (a 2-00 
以 及 一 切 的 ha— (hs )-1(ac) 生成 的 左 理想 。 注 意 ，1(4) 的 过 些 
生成 元 雳 化 了 ZO) 的 极 大 向 量 v*, 所 以 IQ) 也 一 样 ， 因 而 有 一 
E 多 (Z)- 模 的 自然 同 态 €CL/1CO0—9ZCOD 把 1 的 陪 集 适 至 航 
大 商量 村。 再 利用 多 (zy 的 PBW 基底 ， 我 们 看 到 过 映射 把 OM 
的 陪 集运 到 直 粮 Fv+ 上 ， 所 以 此 映射 是 一 柑 射 。 换 名 襄 ， ZOD 与 
HUID 是 同 构 的 8 

定理 B. 4$ Ace H*, 则 存在 属於 机 A 的 一 个 斌 物 标 准 循环 模 
VO, 

E ZQ) (上 面 所 造 的 ) 是 属於 权 ABUEUEQSREL MEAE 
一 的 极 大 子 模 YO) (定理 20.2005 . BEA, VCO-—ZCQD/Y OD 是 
权 4 的 旗 狗 标准 循 焉 模 〈 定 理 20. 2(e)) 。 

泽 有 两 个 基本 问题 存在 : CD 决定 哪 一 个 (2) PARRE O) 
HIGER VO 沁 定 什么 样 的 权 会 出 现 而 且 其 重复 次 数 是 多 少 呢 ? 
arcs Ub ds EP 


E = 


l. ARV 是 任意 的 一 个 L- 模 ， 划 它 的 权 空 间 的 和 必 是 直 和 。 

2. (a) WRV ZMK L- REESE IRE, BAIE 
了 是 它 的 权 空 间 的 直 和 。 

(b) 兮 了 是 一 谢绝 L- 模 。 则 了 有 一 非 零 权 空 间 的 一 个 充 要 人 条 件 
是 对 於 所 有 的 v cV,vUDe, EERE, REYRE p EV, 
-xYv 是 有 限 礁 《其 中 .xY 是 在 YC 女 ) 中 由 任 一 hk e HBEBUST-SSKE CR 
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#1). 

() 4 L-slQ,F) MERRER (z,y,h), SS 1 — = 
在 多 (Z) 中 是 不 可 北 ， 因 此 落 在 多 (Z) ij— BRA Irh, E 
V=2(L)/I, MAV EEK L- 模 。 试 利用 以 下 的 事实 : 
0(modI),r-s 
(—2Yr!-1(nodD), y = $ 

证 明 1 ,hh,h?,…… 在 VV 中 的 像 是 牧人 性 独立 (所 以 dimV = co) , 
jede 六 没有 非 堆 机 空间 。 

3. BA (1.2) 中 所 述 的 生性 李 代数 AD, 型 的 自然 表现 
的 权 与 极 大 向 量 。 

4. & L-—sI(2, F5, AcH*, REBAR 7.7 中 所 造 的 模 
ZD, A-A(h) 与 《20.3) 中 所 造 的 模 ZO JEFE. RERA 
dimV (2) 二 oo 的 充 要 条件 是 h) 篇 一 非 负 整数 。 

5. 如果/ e H*, SEXE Cp) 是 使 得 可 以 写成 4 一 Zua 的 


非 负 整数 ka (00-0) 的 相册 集合 的 个 数 。 喜 利用 ZO, 的 一 组 基底 
BS HE] dimZ (2), ZQ — 1). 

6. REEN. 3) 中 所 介 亲 的 左 理想 本 是 由 元 素 me a — AGI )- 
1, a 单 根 ， 生 成 的 。 

7， 在 不 利用 (20. 3) 中 的 方 潮 模 建构 之 下 ， 试 中 IQ) (NT) 
= 0， 特 别 ，7(?) PRERE (ZL) 中 。 (O38402 3E48 
IA) 在 CB》 中 是 不 等 於 CB)， 然 而 由 PBW 定理 得 IQ)= 
UNIR). J 

8. HRE- ERM d, REKL d WERAK L- VA) 
的 个 数 是 有 限 的 。 [如 果 dimV (4) 二 co， 对 於 每 一 > 0， 把 V(2) 
看 成 是 Se 模 ， 注 意 Aoc, mB VOD 引出 一 个 S, PRERE 


(x—1lyh' =| 
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É hatl. J 
9. AEATHR ZO) 的 唯一 极 大 子 模 YOO. 3) 的 描述 : 
如 果 EU 2 一 4 三 之 Coa (COELO, SUBE T z. 的 权 是 
4 《在 任何 固定 次 序 中 的 正 根 )， 因 此 是 极 大 向 量 v+ 的 一 个 纯 量 倍 
数 。 如 果 此 倍数 对 於 c. 的 每 一 个 愤 择 都 是 0 (RGB. AE 
v EYU) EZ, WIE u Z 4 就 访 了 (4) 是 由 一 切 道 样 的 权 向 量 生 
成 的 。 | 
10. 在 ZO) 中 权 4 的 一 个 极 大 向 量 w+ 引出 一 个 L EB 
$:Z(0—920Q): 而 Im ó dép w* EBI T, ARE 9 是 一 个 谋 
射 。 
| ll. &VE—(GCXBMBIRIE LE, 2 EH* RELI W-ZO) 
QV pë- APE W=W, DW, D- DWpn = 0 (4 二 dimV) 使 
得 W;/W,;, 与 Zat 是 同 构 的 ， 其 中 六 的 权 依 适当 的 次 序 排列 
( 计 重 复数 ) 是 As nns Auo 
附 RE 
Lemire [1] 处理 了 无 限 雅 模 的 樟 空 间 的 存在 性 问题 ; 288 2 就 是 由 他 
提出 的 。Verma (1] AREH Bernstein, Gelfand, Gelfand [1], [2] 
对 模 ZU 有 很 深刻 和 妖 细 地 研究 ， 特 别 ，Verma WTL BARZU) 
一 Z) 的 F 空间 的 级 数 或 者 是 0 或 者 是 1 而 且 革 从 第 二 征 情 形 他 也 得 
一 充分 休 件 ， 然 而 其 余 的 人 途 明 条件 的 必要 性。 


21. 有 限 维 模 
21.1. 有 限 杀 的 必要 人 条件 


REV E- SEHMEELIS LE, pee V 对 於 唯一 决定 的 机 2 至 少 
有 一 极 大 向 量 ， 而 且 由 此 向 量 生 成 的 子 模 必 是 整个 上 《由 婚 狗 性 ) 。 
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MAVA VO 是 同 构 的 《C20. 3) 的 定理 4 与 定理 B》。 

对 於 每 一 单 根 %， 今 S(—5.,) 是 在 工 中 与 s1(2,F) 同 构 的 
FRA. M VOD 也 是 S, 的 一 个 有 限 灯 模 而 且 工 的 一 个 极 大 向 量 也 
是 S, 的 一 个 极 大 向 量 。 特 别 ， 如 果 有 属於 权 2 的 一 个 极 大 向 量 ， 则 
CSA H,cS, 的 机 是 完全 由 炖 量 h), h,—h., 所 决定 的 。 但 着 使 得 
h) 成 篇 一 个 非 负 整数 《利用 定理 7.2), ERENT: 

EE WRV EREE 2 的 一 个 有 限 礁 工 模 ， 则 An) 是 一 个 非 
外 整数 (Li D, 

更 一 般 ， 由 (7. 2) 知 ， 如 果 V 是 任何 有 限 礁 工 模 ，4 是 六 的 一 侦 
Ë, BJ Ap 三 一 p aS Z, 1<i<1, E, IBELE—HIRÉAÉ 
模 的 权 也 是 在 第 十 三 节 中 所 建立 的 理论 下 的 权 ， 所 以 在 那 庄 所 注 得 的 
结果 从 此 以 后 都 楼 得 很 有 用 了 。 WE, 在 第 十 三 节 的 莫言 襄 ，T(2) 
的 最 高 权 1 ( 当 dimV<co) 是 制 围 权 。 需 了 逐 免 含糊 不 清 ， 我 们 焰 
B HE EE RI TESTS EHE, TII HR PE ERI 4 如 果 它 的 一 切 
AGI) 《因此 一 切 (h. GEBCARE EHE SERRE WEHR AC) 
EXXE3 (MEE EE Ei 3 MENDEE 13:3 9 
集合 4 因此 是 H* (也 可 说 是 在 由 根 生成 的 实 欧 氏 空 间 ) 中 的 一 个 格 
子 ， 它 包含 一 个 根 格子 。 如 第 十 三 季 ， 我 们 以 A+ 表示 制 因 整 粽 性 
画 数 集合 。 

还 有 一 些 很 方便 的 记号 如果 站 是 一 个 也 模 ， 4 TO) 表示 
HEERA. WEY =V 则 以 T CO RE TO, 


21.2. 有 限 外 的 充分 条件 


定理 AUR 2 EH* TRARRE, BJELZU LES EA EEN, 
TH EUER TOO 有 排列 的 作用 ， 又 对 Í SZ, dimV ,= 
dimV,, 
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R 映射 2 一 >=VQ) 在 A+ 和 与 有 限 杂 的 既 移 工 模 的 同 构 类 之 赔 
引出 一 个 对 射 。 

RENEA HEM 21.1 以 及 (20.3) 的 定理 A, EBE B 得 知 
此 系 理 可 由 定理 而 得 。 

定理 的 属 明 ”首先 先 训 下 一 些 关 长 多 (Z) 中 的 交换 子 的 资料 将 
会 是 很 方便 的 。 固 定 工 的 标准 生成 元 ay. 

引 理 ”以 下 的 等 式 在 多 (Z) 中 是 成 立 的 ; 

(a) Cra ybh)= 0, ¿= j; 

(b) (A, y#ritj=—(k+ Da Co, y, H5 

(c) [Zi y, o — Ge ED y, 1—h,), 

km0,lciüj«cl, 

ER $i +j aa, REMER (GÆ 10.1) 由 此 一 事 
RIE (a)。 

WE (b), RUFUBESCREHRE, k= 0 时 , [hy, y, Je ah) 

《参考 (18. 1)) 。 一 般 ， 左 端 等 於 hy, ent y Hh, y I yy) 
Yi y y, yh) kae Ch) y yr y, Cah Y= —(k+1) 
ah) y, ERRA PARRER NAE. 

HIS Ce) Bü Kz, y, F7], y P — y, Hn Urs I YA YLT, 
yh, y^ yis, ,J， 而 县 利用 锋 纳 法 以 及 公式 《b) (EL k fV 
加 十 1) BER. 

定理 的 证 明 将 分 交 个 步 扎 进行 。 主 要 的 想法 是 访 明 六 的 权 集 合 是 
被 所 排列 的 ， 因 此 是 有 限 的 (参考 定理 18.3 的 证 明 ) 。 以 $: 工 
一 gL(V) 表示 由 VY 所 提供 的 表现 是 方便 的 。 固 定 六 的 一 个 极 大 向 
E (属於 权 2?) ， 而 且 慎 ,二 4Ch,), 1 之 i 之 1。 由 假设 知 m, 是 非 
RER. 

(1) yt yt 0, w= ot Bis ny i = j 
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BR, r;jw—0 。 他 方面 , 引 理 的 《b》 及 Co) EB ry tot yim 
z,vt—(m,3-1) y," (NOT 一 WO 二 0， 所 以 22 一 0。 如 果 纪 不 
是 0， 则 必 是 在 站 中 属於 林 1 —m tla 2 的 一 个 极 大 向 量 ， ë 
MAR 20.2 不 合 。 

(2) SS I1XicI,V&S-—HBHIS-HIRNE S, 模 。 由 (1) 得 
知 由 Vt, Jint, yt, een J,^vt 生成 的 于 空间 在 y; 的 作用 下 保 
持 不 移 。 因 和 坑 每 一 个 生成 元 都 属於 Y 的 一 个 权 空 间 ， 所 以 此 子 空 间 在 
h， 的 作用 下 保持 不 缀 ; 由 引 理 的 (c) 及 电 纳 法 得 知 它 在 2， 的 作用 下 
ERETTE, 

《3) VEÆRRET S, 模 的 和 。 如 果 V oE s Tisu, MAC) 
得 知 V'z0, (i, 2 WV 的 任意 有 限 条 子 S; 模 。 由 一 切 的 
子 空间 zW(aeo) 生成 的 显然 是 有 限 灯 而 且 在 S， 的 作用 下 保持 
不 释 。 所 以 V 在 世 的 作用 下 保持 不 网 ， 但 是 了 是 施 葛 的 ， 央 此 V= 
Y 


9 


(4) BS 14 < 1,92) 与 ó(y,) EV BIS HERES EL EJ ( 
235 (18.35) , E E, WR v EV, Wh G) fin v EGUBIBAE 
3， 模 的 一 有 限 和 CHULUETE— HIRAE S EO 中 。 在 荐 样 的 一 个 模 
+, Cr) 与 ó(y,) AF468268 GRE (6. 4)) 。 

(3) s,cexpé(z)ezb9(— yj)exbo(r,) ,是 定义 在 7 上 的 一 偶 自 
HS ETH (4) 立即 得 廿 《再 参考 (18. 3)) 。 

(6) WR 4 是 下 的 任意 权 ， 则 SCV 4) —Vo,n Co, ERR w 的 
HID . V, 落 在 一 有 限 条 S, 模 V 中 (参考 G), 而且 sly 
和 (7.2) 中 所 浩 的 自 同 构 c 是 一 样 的 ; 现在 由 (7.2) 中 的 讨论 就 说 
得 主张 。 

《7) 机 集合 10) # Z7 的 作用 下 保持 不 购 ， 而 且 dimV,—dim 
Vol EIA) o7). FERA EE cu so, 生成 的 《定理 10.3 
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) ， 所 以 由 《6) 部 得 。 

(8) TC) 是 有 限 的 。 由 引 理 13. 2B 得 知 集合 {ou u< BI SE 
MERK, o EZ } 是 有 限 的 。 但 是 由 定理 20.2 以 及 (7) BA «(2 
是 包含 在 此 一 集合 内 。 

(9) dimV 是 有 限 的 。 由 定理 20.2(c) 得 知 对 於 一 切 的 £= 
T Q), dimV , 26488 89, ME C) 就 性 明了 我 们 的 主张 。 


21.3. WEBER 


我 们 温 是 考 外 有限 条 的 情形 ，V 二 VC2), 1€4*, AKETO) 
«cd, BÆ 20.1 倒 明 了 在 下 中 由 一 切 的 权 空 间 V «4G Z). 生成 
的 子 空 间 环 在 S。 的 作用 下 保持 不 变 。 H (7.2) 与 有 关 完 全 可 狗 性 
的 Weyl 定理 得 知 在 TC?) 中 形 如 4 十 ia REDE SERE GB 
产 的 链 ， 它 是 正则 表现 中 过 < 的 P- 根 链 的 观念 的 推广 )。 不 仅 如 此 ， 
镜 射 ce 会 反 转 过 一 链 。 如 果 权 链 是 由 2 一 ?Qa,……,p…… nr qa 所 
iE, HI r—q=<x a>, H (13.4) 得 知道 证 明了 以 下 的 结果 。 

命题 mH 2 E4+， 则 集合 下 (2) 在 〈13. 4) WERTE- ME 
Ju. FREU, ZR ac A, MaE) 的 充分 必要 条件 是 4 与 y 所 
有 的 共 示 都 是 < 2。 

% rank 过 2 时， 如果 我 们 圳 一 杰 图 则 渤 一 切 都 很 容易 看 出 。 
Bii, 4& L-—sIQ.F) CA, 型) ， 以 2, 2, 1S3 SURGE RR HE EI 
(13.2). VG), 4 244-34, FORET — PEERS, 

图 上 的 点 表示 权 的 出 现 所 在 。 在 此 情形 下 重 槛 数 也 被 表示 出 ， 由 
1 增加 至 4( 由 外 袁 通 至 内 敲 ， 重 复数 dimV , 平稳 地 一 个 一 个 增加 至 
闹 氢 成 三 角 形 ， 在 那 庄 重复 数 是 在 称 的 ) 。 汉 些 重 复数 的 简单 行 倚 正 
是 A, 型 的 一 个 特殊 事实 (Antoine，Speiser[1])。 至 於 其 他 根系 ， 情 
形 比 较 复 杂 多 了 ; 有 了 关 重 复数 的 更 详 彻 讨论 可 懈 考 以 下 第 二 十 二 季 。 
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21.4. VD 的 生成 元 与 天 保 


党 4 是 一 个 制 春 整 数 权 时 ， 涤 於 由 ZG) RARR REKI 
我 们 能 描述 得 更 精确 些 。 汪 赚 的 描述 小 不 用 於 任何 地 方 ， 只 不 过 是 饥 
TREME. FEL, RIEM 21.2 的 一 些 斑 明 重新 整理 一 下 。 

我 们 加 入 一 下 ， 由 (20. 3) 得 知 ZQ) 与 ZUKO 是 同 构 的 ， 
其 中 IQ) 是 在 KL) 中 由 一 切 的 Xala>>0)， 及 由 一 团 的 pc 一 ; 
Cha) aED) ERDER BERR, IQ) 是 ZA) 的 一 个 极 
AISHERUAR[E-T. REEE- MHRRRERK,?, HES JQ) 是 
在 多 (Z) RERE VO) 的 整个 极 大 向 量 的 左 理想 。 包含 IQ)C 
JQ) 51H —T8 BARRE Z 00 — 2 02/10)—9Y C082 (2/ JO), 


EE S UE i FA. cl 
由 定理 21.2 HEEARAMIEEÉAR ye JQ), 1i D, Xo m= 
«A, aj. 

定理 QEA m= a >U) B JQ) EH IQ) 与 
一 切 的 yi <i< 生成 的 。 

E) BERMES V'O)--—/I0) ERREN, HP 
JO) 是 由 IQ) 及 一 切 的 yt 所 生成 的 左 理想 。 因 需 VO 是 
标准 循环 的 (或 是 0 ) ， 它 必须 是 部 移 的 (或 是 0) 《定理 20. 2(d) 
和 关於 完全 可 鬼 性 的 Weyl 定理 ) 。 但 是 Jl'U)CJCO 导致 7C2) 成 
f$ V'CO BARE BER VOVA, Bit PQ)= JOD 正 是 我 
们 所 要 的 。 

B TB VO) 是 有 限 共 ， 我 们 只 要 医 明 VO 是 庄 有 限 维 
T S; 模 («iD 的 和 就 可 以 了 ， 因 忆 过 样 一 来 定理 21.2 (ut 
明 就 可 以 像 以 前 一 榜 的 有 效 。 篇 此 ， 只 要 访 明 每 一 个 y; dE VOD 上 
是 局 部 置 堆 就 足够 了 ( 因 篇 p 十 ha< 久 不 可 能 对 一 切 & 都 成 立 ， 所 以 
对 於 =, 来 说 上 面 的 主张 当然 是 很 明显 的 ) 。 由 假说 ，1 在 V'OD 中 
的 陪 集 是 在 y, -MRE m+ 1) 的 作用 王 缀 成 0 。 我 们 知 
道 ( 理 20.2) VVO 是 由 所 有 的 ya (<i,<1) 的 陪 集 生成 
的 。 如 果 过 一 单项 式 的 陪 集 被 y,* RE JA, MATRI 
更 长 的 单项 式 JJa Jy 也 被 Ha REJO. SUE RGESENOR 
式 的 长 度 做 博 执 就 可 以 了 ， 由 1 开始 就 能 尽 明 7, 的 局 部 等 堆 狂 。 

BIS 4 .Y 是 体 共 了 上 的 一 个 桔 合 代数 ，》,z 9。 则 Ot, 
as(T)oayee( Jo caste m Os On a 
ex ...... Jo 

Es NEER ER—IE. O02-02. XB 
RED, Hbi BOE. 

RTENE, WVA 0L) ÉRY, z 需 分 属於 两 个 负 根 
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的 根 向 量 。 因 篇 根 的 长 度 最 多 是 4， 所 以 edy)*?) 二 0， 因此 引 理 
中 的 等 式 就 化 成 必 : 


C, 22K, 27 ( Po o Cy, oe ($ ) 
(y, LIEY, 222277, 


a = 


1. BCÉBESRRERHI TEXE— BDP EY THI Z 在 中 的 基底 上 
的 单传 通 性 (定理 10, 3(e)) ， 而 只 用 到 传 通 性 。 利 用 表现 理论 我 们 
能 得 到 一 个 新 的 证 明 如 下 : TEXE— HIRREELRUEE VO 使 得 一 切 的 一 
2a> QEA) 都 是 相 办 的 而 且 是 正 的 。 如 果 o EZ 在 人 上 有 排列 
TERI, Bj a2= 4 Eo = 1, 

2. WE B, 2 二 4 十 4。( 第 三 章 的 记号 ) 的 权 图 。 

3. &A€A* AROE VOD 的 的 一 个 权 的 充 要 休 件 是 4 fog 
根 的 一 个 和 。 

4. RES (20.3) 中 所 建构 的 模 ZUL € 4€ A, 试 利用 引 
Jë 21.2 ZEZCOHGRIEBICA IH: 如果 Wi 是 非 负 的 则 y," m= 
一 1, ai>>， 是 一 个 极 大 向 量 〈 参 考 履 题 7.7。) 。 

5 4 V 坟 一 信和 实 有 限 厅 L, AUV) 是 在 A 中 由 六 的 权 生 成 
BST, RJ ACV) 了 A,。 就 证 在 A 中 包含 A, 的 每 一 子 雁 都 是 时 
—fü, 

6. WRV =V), 2 E A*, RE V* 《看 成 是 上 模 ) 与 了 (一 c4) 
是 同 构 的 ， 其 中 o C Z 是 在 多 中 把 AXE — A 的 唯一 元 素 CER 
10.9, 213.4), 

7. &V -VQ)WZVQO, 1 pe At, gg GW)- bv 
[LLET eTG)) il R. dim V oW), = sd Ve dim 
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W.. a T+ RENK, PMA VOL) 也 在 V@W 中 恰好 
出 现 一 次 。 

8. 4 As ?2 ……, 是 上 的 根 条 中 的 基本 制 因 权 (13.1), RA 
明 如 何 造 一 任意 的 VOD. 2 EA+， 使 其 成 篇 模 VO, e, VOD C 
容许 重复 ) 的 一 个 适当 张 量 积 的 一 个 址 和 分 量 。 

9. RJM 21.4 阔 且 由 此 导出 引 理 21. 2。 

10. AL =sI(I+L F), mjE-d(l--L DRAK CSA, 4x us 
s ËH EB gICI+1,F) 的 标准 基底 的 坐标 西数 。 则 us 
0， 而 且 ao 形成 H* 的 一 组 基底 ， 然 而 集合 {4 二 p 一 pn 
|) 是 根系 中 的 一 组 底 A。 哉 芋 在 H* 的 作用 是 对 u, 等 做 
排列 ; 特别 关於 o, 的 对 称 把 n, 与 naa 互 换 而 固定 其 他 的 Hjo E 
ARE Ama pet (OERED) 是 关於 A 的 基本 制 园 权 。 

11. 4 V=F, L=sKV) 国定 CSA H 以 及 @ 中 的 基底 人 = 
(ou S ar) 如 属 题 10。 过 个 多 题 的 目的 是 造 一 个 属於 最 高 权 2, 的 
Br Li V CLR D. 

(D Em k= 1,V,=V EFFE Au 

(2) Ek ECRRGRÍBV G... QV rh, kLB2, Æ% V, EAN 
称 张 量 所 成 的 子 空间 ; WR Opoe) 是 了 的 典型 基底 ，Fe 有 
一 组 基底 是 由 (11) 个 向 量 组 成 其 定 闵 如 下 : 

e [9,,, ee ， 0 |J= SH TV trees Qata) 


其 中 L< <<. mGE OC 的 权 是 Katee Higo 

(3) RAE LBSIERUT, TAR V, 保持 不 变 而 且 所 有 的 机 u, + 
Ue pua m ci) MERGE EE PTCSTERIETRRJCEERN. mM 
m V, 是 旗 约 其 最 高 权 是 w (2226488 13.13) 
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定理 21.4 多 多 少 少 是 案 所 萌 知 的 ; 我们 的 处 理 过 程 是 基 认 Verma 的 
ALAA [1]， 也 可 参考 Harrish-Chandra. (1] A; 的 权 图 出 现 於 Ant- 
oine, Speiser [1]; 也 可 参考 Kolman, Belinfante (1) E Samelson [1]. 


2. 重复 数 公式 


在 过 一 邓 中 所 考虑 的 模 都 是 有 限 礁 的 。 

AUR LEH -BRERA EALE VO) H, 2€ A+, 
ERRAR mx(1) 二 dimV(2)n 。( 当 4 不 是 VOD 的 权时 则 篇 O. ) 
当 4 固定 时 我 们 只 记 篇 mCy)。 我 们 的 目标 是 想 藉 计算 VA 上 的 
一 个 Casimir MERARI mau) 的 Freudenthal 涯 推 公式 ; 
在 问题 中 的 元 素 在 VU 上 的 作用 有 如 一 非 雳 纯 量 ， 利 用 此 一 事实 我 
们 能 够 再 获得 dimV QD, 


22.1. 一 个 泛 Casimir z% 


Atl — P (6.2) 所 陈述 的 Casimir 元 素 的 观念 ; 它 是 建立 在 
L 的 一 个 玫 现 上 。 我 们 委 利 用 过 观念 证 明 有 关 完 全 可 锡 人 性 的 Weyl sg 
理 。 现 在 OD) 是 有 用 的 ， 我 们 可 以 建立 一 个 过 逢 的 泛 建构 。 

我 们 以 L 的 正则 表现 需 出 发 昧 。 "ERUBIJEXXEJE Killing 形式 
“。 由 第 八 节 很 容易 导出 关於 < 的 狗 偶 基底 的 自然 建构 。 如 果 a, B 
是 如 上 任意 的 粽 人 性 画 数 ， 我 们 知道 除了 8 二 一 a 之 外 ，La 与 Ls 是 
正 交 (命题 8. 1)。 我 们 也 知道 上 在 豆 上 的 限制 是 非 退 化 的 。 所 以 我 们 
可 以 进行 如 下 。 光 有 的 任意 基底 ， 就 说 (有 1, …… h) (ARA) 是 一 
MEDERE, Yo (Rss RD 是 及 关於 sla 的 对 偶 基 底 。 其 次 
在 每 一 个 La (ac Q)rRUGER. La, WHG Za 是 Lou 的 《唯一 ) 元 
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来 满足 (Ze 24) 二 1, Hr ETERURERR, JEJE (h, 1-511; Ta ac) 
跟 UL, 1<i<1,z,, aco) BS < PERAR 然而 必须 注意 一 件 
事 : 不 要 将 yw ze WERA IRRA La, Ya 使 得 [zc y.J=h, 混 
篇 一 谈 。 在 此 ， 我 们 密 有 [za, gm] 一 ie 一 [(a, a)/2]ha (MES. 3C0))。 


MER, ad 的 Casimir 元 素 是 的 一 个 自 同 能 定 蒜 镶 ces= X 


adhadk+ X ad zeadas。 浊 个 建构 建议 读者 考 辜 元 素 c= X hk, 
+ X z=zsG€%CL), UR ad BOR CH HD BEARRA 


HE ad:UYCD 一 EndL， 则 ade, Dé ca 。 fL, RUP 
cL 是 工 的 一 个 泛 Casimir 元 素 。 在 《6. 2) 中 的 讨论 全 明了 多亏 的 任 
RRO, $L) 与 9(L) EZR, RA o ENR, W gC) 
BF FHSC Ait de — f. 

fe I WEE 60 时 Cc 0 过 一 件 事 ， 我 们 调查 $001) 和 
Casimir 元 素 之 问 究 竟 有 什么 关 傈 。 当 工 是 单纯 上 时， 我 们 容易 看 出 这 
一 点 ， 所 以 我 们 先 不 理 演 一 种 情 落 〈 参 考 铝 题 6. 6) 。 

BE, SLE —HSBREQEN AUR jz, y) g(z,y) 是 上 上 的 
非 退化 ， 对 称 ， 千 合伙 和 粮 人 性 形式 ， 则 有 一 非 需 郁 量 a 使 得 f (z, y)= 
ag(z,y) Vz, YEL, 

E, AEPA 〈 非 退化 ) 都 建立 一 个 自然 的 向 量 空间 同 构 忆 
Lr RE s, Hp s(y)=J/(m,y) 或 gy. AERE 
泛 些 礁 壳 是 二 模 的 同 构 〈 回 惰 一 下 ， 在 〈16. 1) 中 如 何 将 L* RL 
模 》。 将 汪 两 个 映射 中 的 一 个 跟 另 一 个 的 逆 映 射 组 合 起 来 ， 因 此 就 得 
—LiplEr:L-——L.BHiÉLiÉ—BEK)LE& (LIES), BID 
H Schur 3 引 理 知 z EMERE., Homa. RIA 0 aeFiE 
得 如 果 f(x,y)=g(2,y) VIEL, Wiz =az, ' 
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令 $: 工 一 >g1(V) E L 的 一 个 表现 ， 工 是 单纯 的 。 如 果 CL) 
= 0, 则 每 一 件 事 都 很 清楚 。 否 则 % 是 信 实 的 〈 因 吉 Ker ó 是 工 的 一 
个 理想 ) ， 所 以 形式 f(x, y) 二 Tr(GCz)6Cy))' 在 上 上 是 非 退 化 的 ， 
同时 也 是 结合 的 。 Killing 形式 也 有 相同 的 性 质 ， 所 以 它 是 一 非 需 倍 
数 af (以 上 的 引 理 ) 。 特别 ， 振 定 工 的 一 钥 基 底 ， 关 於 的 对 侦 基 
底 是 将 关於 /的 对 偶 基 底 向 乘 量 以 1/4 MAW. SERES T ges 
Gl/a)c,, EAJESER, PRI% Casimir TRE Casimir 元 素 的 像 的 
非 雳 倍数 。 

最 后 令 工 是 牛 单 的 。 在 5. 2) 中 我 们 观察 到 L 的 相 典 单 理想 在 
“下 是 互 需 正 交 的 。 过 使 我 们 能 够 将 以 上 所 取 的 对 偶 基 底 导 需 乙 的 各 
WB ERBUSHMSEUE 《关於 «在 分 量 上 的 限制 》 的 联 集 。 所 以 c= 
Cu eee euL- Lee QLO, 而 且 如 果 ó 是 工 的 一 个 表现 ， 
则 每 一 个 %(crz) USERS co (é,=%|;) 是 成 比例 的 ， 其 中 ó; (对 
每 一 个 i ) 是 信 实 的 或 是 自明 的 。 所 以 内 然 %Ccz) 不 一 定 和 cy 成 比 
例 但 也 跟 cy 有 很 密切 的 天保 。 特 别 ， 泛 双人 明了 $c) 跟 9C) 
是 可 交换 的 ; 不 仅 如 此 ， 当 #5 REAR, 它 的 作用 如 一 井 零 纯 量 一 
E (RE %(Z)= 0 ) 。 最 后 的 过 一 个 事实 在 以 下 的 计 葵 里 是 不 可 负 
的 。 


22.2. 权 空 间 上 的 味 


HEMA LRV —VQ), 4 巨人 人 +， 而 且 俯 $ 表 示 由 它 所 引出 
的 表现 。 也 固定 二 关於 的 对 偶 基底 其 取 法 如 《22. 1 )。 在 过 一 小 节 
器 ， 我 们 将 对 六 的 每 一 机 4 计算 660092) 在 V, LAU BER 
ERN, AR 9C) 将 V, 3838 Vua 而 Plta) Ki Vae RE Va 
BEASSUPLA ESI EE a 进行 言论 ， 我 们 能 够 利用 S。 的 表现 理 
论 (GREH) o Am HIER (Tas ze fa) 是 非 标 准 的 ， 所 以 是 需 
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要 加 以 修正 的 。 基 底 (z. Yasla) MEERE (Tas Yasha) WERA 
F: ze=[(e,a)/2Jya t a= ((e,a)/2Jh,, 4 (Vos 91, 777 98). 是 在 
引 理 7.2 中 的 公式 (a)—(c) 所 用 的 基底 ， 即 属於 最 高 权 多 的 旗 绝 S. 
Bt. 优 了 方便 超 见 ， 将 此 基底 换 成 Goo Wa), 其 中 ow-i! 
CCa, aD)27257。 利 用 此 代 换 我 们 得 : 
(a) f,-w,—(m—2i)L(a, a5/23w,; 
(b^) za°W,=Wt (0770); 
(c) x«-w,—i(m—1i-4-1)CCa, a)/23w, ,, (10. .,—0), 
所 以 : 
(1) Lata W,— (m—1) (i -- DCCa, oa)/2Iw, 。 
现在 取 站 的 一 个 权 Ap 使 得 4 十 “不 再 是 一 个 林 。 认 是 (21, 3) 告 诉 
我 们 过 4 的 a 权 链 是 由 4, 4 一 9 ，……, 4 一 Ma 所 租 成 ， 其 中 4 二 一 
44>。 在 以 下 的 整 季 中 ， 我 们 固定 z, a , m, S, 在 权 空 间 的 和 WV 二 
VV eat Vasa LURRE ERRER (Weyl E 
JH) ， 每 一 个 部 这 水 到 一 个 在 ce 的 作用 下 保持 不 变 的 权 链 。 设 得 更 
明确 些 ， 在 坦 样 的 成 分 中 以 《4 一 ia)(ha) 篇 高 权 的 个 数 记 需 z, (0 二 
¿<[(m/2J), H| m(a—¿a)=n don, ME n, =mCu—ia)—m 
(Gu—G— Da), E miele, SUPER BB Z, 
g 
y—a 
p-2a 


m lann oTt A, fts 
g—Qn—1)a | 
u—mao 

E — On43) 


BAS RUMA “j8 

HERE k, 0 < k <m/2, RIERA PPa) XE Vaa 
EHB dO cci 三 上。 在 所 中 有 属 从 最 高 机 m—2i=(u—ia)ha) 
的 一 个 典型 钱 移 S。 模 ， 其 对 应 於 4 一 ka 的 权 空 间 是 由 向 量 we C 
用 以 上 的 记号 ) 生成 的 。 在 公式 (1) 中 以 m—2 Rëm, Dk — i 
代替 i ， 我 们 得 : | 
(2) GLa G2 Wi = (m—i— E) (k—i-- 1) (Co, o)/2)u.., o 

EWA n, ET S. 模 其 所 属 的 最 高 权 是 m—2,, 所 以 关於 
一 组 适当 的 固有 向 量 基底 $Cza)$C2s) 《限制 在 Ver 上 ) WERE 
n， 个 成 分 其 形式 如 2). A i Nub 0 E kE, RIEC) 
I) 的 一 个 对 角 矩 障 其 次数 镶 mCu— ko) m tod ee 4s TERT: 
(3) X n,(m—i4- D)(k—i-4- Da, a)/2 


= $ On(iia) - mQ-— G- Dy) mi 
(hit (e, 2/2 

=š m(u—ie)(m—2) (a, a)/2, 
最 后 的 一 个 等 式 成 立 的 理由 是 因 需 Muia) 的 傈 数 是 〈a, 02/2. s 
ËL Gn—i—kyk—i--1—(m—i—k—l)(k—i)—m-—2i zik, (E 
者 府 衣 检验 杯 端 的 情形 i — k 。) 现在 我 们 回顾 而 得 知 m/2— (u, a)/ 
Caa), PEM (3) BUR: 

Tro. f Gres) X mp—ia) pia, a) 

EGRE T TET] (图 一 ) 的 上 个 部 中 的 权 z —ka, RRHH 

c. 将 上 端 伍 下 端 互 换 ， 我 们 能 够 期 整 相同 的 结果 ; MON, mp 一 ia) 
=m(u—(m—Da) 其 中 m/2< í <m, SSEDEB E,m/2< k < 
nm， 我 们 只 要 模仿 上 面 的 计 论 就 行 了 ， 因 而 可 得 : 
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Tro igi) = Y. m(a—ia)(a—ia, a), 
CORA SGB RIR) EB Em- b, PAm- kE JA KELAS o 

RAFE?) 

不 过 要 注意 一 下 ， 因 篇 mo2Q52)/(4,4), MAR m/2— i < 
m, (u—ia, a)+(u—(m—i)ja,a)=(2u— ma, a)=0, 因此: 
(6) m(u—ia)Cu—ia, a)3-mCu— (m—:)a8) Ca— (n —1) 

a,a)= 0, 

温 访 明了 一 件 事 ， 那 就 是 我 们 可 以 对 (5) 式 加 上 一 些 分 量 的 对 : k+ 
1 与 入 一 (8 十 1 有 十 2 与 多 一 (十 2)， 等 等 (注意 ， 对 於 缴 二 2i, (6) 
使 得 Ceia, a= 0 。) RRR SIE k COM MERA. 

A, NURSGUESUEBVuU-—SGCXE V, RTE v Ha 
链 而 且 令 最 后 一 项 v 十 ka 扮演 以 上 公式 中 的 /的 角色 。 注 意 ， 对 一 
Bge, € Vy=0 B mCGa)= 0， 就 此 事实 以 及 一 点 点 爸 虎 法 使 我 
们 能 够 对 任意 ETU 重 写 (4) 式 如 下 : 


Try é(24)9(2:) È mia) ptia, a) 


22.3. Freudenthal 公式 


4 $,V 如 OLD "Bibi, dimy> 1 。 由 (22. 1) BAE 
Casimir 元 素 c= X hk+ X zaza, RBS ó 是 是 物 的 ， 所 以 ó Cer) 
的 作用 等 从 是 乘 以 一 个 非 零 秀 量 ， 就 诗 是 c MEV H-H R 
们 想 要 计算 TywpCez)=cm(p) | 

Bie, 60.) 在 V, PÍBDEBFUEAERARDA— BERE LO), 而 
Bé) 也 是 一 样 。 含 EH WI =k) yh EH (如 第 
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八 节 ) 。 记 te= ah; 於是 由 定义 Ah )= ah, h) 而 且 pCh,) 
— Xa, b), 《对偶 性 ) ° 所 以 G= > 4,0 x(h;, h)=> 
BOARD, Bit: 
Try, oh )o Ck) 一 mC) (z, Ao 
#ë (8) 跟 Q2.2) 中 的 《7)， 我 们 有 : 
(9) cm) (u m+ Y. X m(a+ie)(arhia, a), 
EX, MDa) ER MOD, —a) 在 上 式 中 是 同时 出 现 的 《因而 
JE) ， 所 以 我 们 能 够 省 略 ! — 0, 
我 们 主张 公式 (9) 对 任意 LEA, zT Q) BERLEN, EE 
EET, BXB€xER: 
0 = 之 X mCptia, a), 
事实 上 如 果 z Z TQ), HIS SE -— aS b EI 4 十 fa 的 权 (如 
果 有 的 话 〉 必 出 现在 一 个 权 链 中 ， 此 权 链 所 有 的 í RARER2A 
B, SHE ORAR, MRa 的 分 量 是 0; 对 於 前 者 来 说 ， 只 要 利用 闫 
fj^ Q2. 2) HERAS (6) 的 方法 也 得 到 相同 的 烙 论 。 
前 面 的 讨论 事实 上 详 明 了 一 件 事 ， 浊 就 是 对 每 一 固定 的 a c DER 
每 一 个 4EA， 我 们 有 : 


(10) È mutia) utia, a)= 0, 
特别 ， 
an X muia) uia, e) mns a) 


+ È mutia ptia, a), 
将 (10) 代 入 (9》 MERA i= 1 如 前 面 所 作 的 娃 解 )， 我 们 最 后 得 : 
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(12) cm(u)= Cu, ymo 2 m2 (z, a) 


+23, 2 mtia) utia, o), 
2 -(0/2 X a 03.3), ETERA: 


(13) — emG2c C p+ 2M) +2 X. Emytia) utia, a), 


此 公式 的 唯一 缺点 是 它 沙 是 牵涉 到 c, TAEAE, MEL 
ETRE maD HIE, BD mQD)-— 1 。 不 仅 如 此 ， 半 於 所 有 的 
正 根 a 及 所 有 的 i> 1,mQOQd4ia)= 0, KERESE =Q, ?十 
28)—(44-0,4--8)—(0,0) f£ (13) 式 。〈 事 实 上 ， 直 接 计 算 “是 不 
REH: BE 23.4) 疙 结 滨 些 千 果 我 们 得 Freudenthal AA. 

TER AV =V) 是 一 个 属於 最 高 权 4 WLR, EA, 
An ue A, RU p EV hR MAAA TFR SACR Hz 


(14) (Q+& H3) (5 pt m=2 X > 


mp+ia) ptia, a), 

我 们 渤 必 须 观 察 一 件 事 ， 那 就 是 Feudenthal 公式 是 否 提供 一 个 
计算 重复 数 的 有 效 方 法 ， 以 mOCO- 1 震 出 发 点 。 由 《13. 4) 的 命题 
21. 3 引 理 C EATR, ERER ETU), K+ AOT OR 
9) 一 (十 0, 0) 是 不 等 於 0; 所 以 一 旦 着 个 量 是 等 於 0 则 m(a)= 
0 ,4 夫 1?。 所 以 如 果 所 有 的 m(a--ie)G2>1,a>0) ZEX, MIE 
RIMO), a< v< 4, ZEM, HD mO) WETTRE. CATAR 
些 具体 的 例子 。) 

在 实用 上 ， 我 们 能 够 把 Freudenthal 公式 的 用 法 看 理 得 更 有 效 ， 
其 做 法 是 利用 一 个 事实 ， 汪 就 是 在 Weyl 雁 作 用 下 的 共 瑟 权 都 有 相同 
的 重复 数 《 定 理 21. 2)。 目 前 有 已 知 的 计算 机 程式 可 以 执行 所 寥 涉 到 
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的 计算 。 注 意 ， 因 人 篇 mO) 是 以 一 个 商 的 形式 出 现 ， 所 以 内 积 能 够 以 
任何 方便 的 方式 加 以 正规 化 。 


22.4. 886 全 


篇 了 利用 Freudenthal 公式 ， 我 们 必须 能 够 明确 地 计算 在 人 上 的 
又 糠 性 形式 。 在 上 面 所 用 的 形式 是 一 个 自然 的 形式 《与 Killing. 形式 
是 对 偶 的 ) ， 但 是 由 上 面 所 做 的 许 解 我 们 知 它 可 以 释 由 任何 方便 的 范 
量 乘法 加 以 正规 化 。 一 个 常用 的 办 法 是 对 於 ® 的 每 一 弃 物 成 分 来 说 ， 
要 求 所 有 很 的 长 度 的 平方 筷 1 ,2 ,或 3， 最 小 者 篇 1 。 另 一 个 说 法 就 
是 可 以 翼 取 第 十 二 和 节 中 所 用 的 内 积 ， 在 那 器 我 们 重用 来 建造 根系 的 。 

£01. L-—sI(3,F), O= { 士 ab +8» 十 (ai 十 az)}， 人 三 fa 
aa}, a =24,—1,, as 一 一 4 十 22 4,— (1/3) Qata), 4,=(1/3)(e,+- 
2a), RIER (as a) l, HA (o, as) 三 一 1L/2 Q; 47) 1/3, 
mA (4,4:-1/6, t 4 = 人 十 34， 则 由 Freudenthal ARERI 
重 覆 数 表 。 篇 了 化 者 的 方便 我 们 也 列 了 其 他 的 资料 。 权 是 依 『 水 平 」 
排列 : m(a) 的 计算 只 需要 一 些 来 自 高 水 平 的 资料 。 读 者 应 党 依 (21. 
6》 的 图 一 的 方式 家 一 权 图 。 


A — 
# | mao) | (rà, p+6) | H — nis eats 
à 1 28/3 2,4-34; 
| i-a 1 25/3 — 242, 
A — Az 1 19/3 2414-45 
| A —0,-— 05 2 13/3 22 
A — 285 1 16/3 32—22 
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4 一 01— 205 2 7[3 4, 
À —2a,— a 1 13/3 —22, +32, 
2 —3a; 1 19/3 441—345 
| 2 —2a,—2as 2 4/3 一 1 十 和 
4 一 一 和 :一 3a, 2 7/3 221—242 
4 一 —a,— 4a, 1 13/3 32,—44; 
4 —2a,—3a4 2 1/3 一 42 
A —3aı— 2a, 1 7/3 — 321 +24 
| 4 —2a,— 4a, 1 4/3 — 32, 
yi —3a43as 2 1/3 —2A4 
| 2 —3a,—4a, 1 1/3 —2—22, 
4 —4a,—3a; 1 7/3 — AM, 4s 
4 —4a,—4o5 1 4/3 一 34: 一 2 
Ë 二 
00 10 01 20 11 30 02 21 40 12 31 50 03 22 
00| 1 
1 Ú 1 1 
Oj 2 1 1 
20 3 2 1 1 
ll 4 4 2 2 1 
30 5 4 3 2 1 1 
02 5 3 3 2 1 1 1 
22819 8 6 5 3 2 1 1 
4j 8 7 5 5 3 2 1 1 1 
122 10 10 7 7 5 3 2 2 1 1] 
34 16 14 12 10 7 6 4 3 2 1 1 
50 1211 9 8 6 5 3 3 2 1 1 1 
03 9 7 7 5 A4 4 3 2 1 1 1 0 1 
22 21 19 16 15 H 9 7 6 4 3 2 1 1 1 
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$12, 4 Lj G, 型 的 单 代数 。 工 的 根系 已 在 〈12. 1)》 中 明确 地 
造 出 来 。 回 尽 一 下 , 我 们 知道 w“:， 是 一 个 短 根 而 e. 是 一 个 长 根 , 所 以 
4 一 2a: 十 az ,2 二 3Q1 十 2Q2。 在 表 二 中 我 们 列 下 一 些 由 Fveudenthal 公 
RRRA RPE mam, RAR mim, 以 最 高 权 4 篇 
列 标 ， 以 制 固 权 LRI, 4 列 与 4 行 的 相交 项 是 整数 mC 如果 
T$ 0 ) 。 蔚 者 应 当 自 己 亲 自 验 症 志 中 的 一 些 将 料 。 


22.5. 形式 特 徽标 


如 前 ， 今 信 C 豆 * 优 整 尹 性 丙 数 的 格子 。 如 果 =VQ), 2 € A+, 
我 们 要 考虑 权 / e Tr Q) 的 一 个 形式 和 ， 在 此 和 中 每 一 z 出 现 mÇ 
次 。 然 而 由 於 『 z+ vJ] 在 人 中 已 有 具体 的 意义 ， 所 以 将 它 用 在 温 样 
的 形式 和 中 是 一 个 不 良 的 记号 。 所 以 我 们 介 丫 信 估 从 上 的 春玉 ， 守 
B ICAN RER, ZCA 是 一 个 自由 Z 模 ， 以 eQ) B3GSESTI 
ICA A ROSE IUE  — SN, TMERR e+e) o M 
果 我 们 定义 ¿G)e(a)=¿G- u B RR, ZCA Bi 
是 一 可 换 环 。〔 存 在 一 个 么 元 : e(0)) YY 在 IA) 上 的 作用 是 很 让 
R, RIRE oe(D=eCo7)。 | 
现在 定义 VO) 的 形式 特 徽标 chya) 或 ch, 篇 ZIA WER 
Ai MUU RERERT. CREE z Er), Rl m.()= 0 


所 以 我 们 其 至 能 将 和 扩张 至 所 有 的 x € A) PHH, MURL-—sIQ,F), 
VO) 的 形式 特 微 标定 义 篇 ch; -eQ)--e(4à—a)3-e(1—2a) 4- 
e(4—ma), m=<2 a> 。 更 一 般 的 ， 如 果 玉 是 一 个 任意 有 限 礁 工 模 ， 
则 由 Weyl 定理 与 分 类 定理 我 们 有 一 实质 上 是 唯一 的 分 解 V = =V 
Q--QVGD, 4e A*, PA chy= È ch, WLUBAV EAM 


mo EE, HR o cA PV WMS—BURUD IU NESEIRUBEEZMER C 


18 FRERE] 
定理 21.2) 所 以 o 国定 chy, 
, 由 以 下 的 精采 ， 我 们 知道 只 要 对 chy 有 足够 的 论 g 识 就 能 使 我 们 
3E EV WEIRD. 
命题 A PS = X Deh cQ) Z, AE SUA 所 有 的 元 素 所 固 
4E, HU /能够 以 一 个 且 仅 有 一 个 方式 写成 cho Qe A+) 的 一 个 2 
REAA 
EH 显然 1 二 à cax à €(02),EHTS E AT TH. cC 0 


Je, PTER MERE 4 二? 的 集合 是 有 限 的 (13. 2) 的 引 理 了 )。 令 
Mf 是 过 样 的 上 GHBUCHGETERU 2) HAR, MAM 是 有 限 的 。 全 
a EAH 是 集合 act [cQ 01 的 极 大 元 素 ， 而 且 置 f= r 
Achi 所 以 "显然 又 满足 命题 的 假设 。 我 们 知道 在 chi 中 的 制 园 
ERARE 二 ?2， 所 以 他 们 都 落 在 Ms h. ERENT MS 
MAR 2 &M;,) 对 CordGM7) 作 也 和 绩 ， 我 们 能 够 将 S 写成 所 着 
肇 的 形式 ; 於是 了 也 可 以 写成 所 希 肇 的 形式 。 就 入 猴 法 的 第 一 个 步 耿 
KR, RINER Card CM j) — 1 的 情形 是 自明 的 : 在 此 情形 下 ,一 
TREERE ?是 了 中 仅 有 的 制 恩 权 ， 所 以 了 二 cC4)chx 其 中 du 
AVEC ME— PERS SERE RIA RU EE ELA CER), 


其 次 ， 我 们 指出 形式 特征 标的 一 个 优点 是 任意 两 个 形式 特 微 标 可 
以 相 乘 。 

命题 B SV.WR BRER) LER. Hj ehyxw 二 chychyw 。 

全 明 ”一 方面 ， 由 也 在 了 7@ 丈 上 所 定义 的 作用 方式 (6. 1) 可 以 题 
然 地 看 出 了 @ 环 的 权 正 好 是 那些 还 如 2 十 上 《72 ,分别 是 了 及 了 厂 的 
权 ) 的 权 ， 每 一 个 权 出 现 的 重复 数 是 
| > my(omgy(Q) 


zbn/—ALÉ 
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(参考 加 是 21.7) 。 然 而 当 我 们 将 ch RA chy 时 也 正好 得 到 上 
面 的 精 果 。 


g = 


l. 44€A*, EGSHÉETARIRI Freudethal AATF, Ha C AZE. 
0 < k <—4¿, a>, 838 m i(2—ka)= 1 , 

2. RE cz 是 在 VL) 的 中 心里 (A Q32)) . UR 
(6.2) 中 的 计算 ， 省 略 5。] SUAE cz Ba LEER SS Pe e JR 

3， 在 例 lrp, RARER HGB, WNTIEDERSEUIA RERAN 
同 的 重 槛 数 〈 贿 考 定理 21.2). (ZZE 13. 12。] 

4， 哉 验证 (21.3) 的 图 一 中 的 重复 数 。 

5 FJA Freudental 公式 及 例 1 中 4, 的 资料 (22. 4) 计算 
V(O, à 二 2 十 24。， 的 重复 数 。 yl, SAG dimV(2)—27 RH 0 
出 现 的 重复 数 是 3 。 试 家 机 图 。 

S 6. WI G, 型 的 工 就 利用 (22. 4) ge pog VOD. 4 = 十 
22。， 的 一 切 权 以 及 他 们 的 重 槛 数 。 斌 计算 dimV ()—286 (258 
ER 13.12, J 

7. & L-sIQ,F) 而 且 将 ma Som EE RI. AAA Q2. 5) 
的 命题 4 跟 B 以 及 定理 7.2 ÅH Clebsch-Gordan AG WRNI 
m, BI V(n)&V ex mtn DV (n 2—2)97-- VO - 2), 
全 部 有 % 十 1 个 和 分 量 。 (BZAR T.) f 

8. see PER 22. 5A 的 唯一 性 主张 。 


附 SE 


Freudenthal 公式 的 证 明 是 取 自 Jacobson (1); 也 可 参考 Freudenthal 
C1] BB Freudenthal-de Vries[1]。 至 於 有 关 计 算 方 面 可 参考 Agrawata[1), 
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Beck, Kolman [1], Krusemeyer [1], Burgoyne, Williamson [1]。 .在 
Freudenthal [1) B958 zr, WI E, BURECHARZERRBUSIH], KAY 
资料 是 取 自 Springer (1), 


23. HH HE 


PRU E BESSEREN] Harish-Chandra (ijf BH j^ e GERA x ga, 
JXEPHALAD RE GEHE UAR i: ZO), 2 H*Q0.3) 相关 联 。 过 个 
TERESO URHEA TESPHERUPIERERI— IE Weyl By u gs 
果 .( 关 於 有 限 蕉 模 的 特 徽标 ) 的 一 个 简单 的 代数 伍 明 。 做 需 一 个 预备 
工作 〈 它 也 是 不 相关 的 愉 趣 ) 我 们 将 在 〈23. 1) h29 Chevalley 天 
É ELI 不 变量 的 一 个 定理 。 首 当中 没有 一 鸽 是 跟 Frendenthal 公 
式 (22. 3) 相关 的 。 


23.1 PAZARA 


。 如 果 V 是 有 限 稚 向 量 空间 ， 对 称 代 数 GO) (参考 17. 1) EM 
篇 VV 上 的 多 项 式 画 数 的 代数 ， 而 且 是 记 租 多 (VD), 如果 (Sa ……, f.) 
是 V* 的 一 组 固定 基底 ， 则 PV) 可 与 4 个 变数 fo f, 的 多 
项 式 代数 阁 同 。 在 过 一 小 季 中 我 们 考虑 (CL) E PH), 

CO 因 需 机 格子 人 衍生 A*， 所 以 以 2 S A 篇 负数 的 多 项 式 衍生 P 
(H) WEBE CEHLS) ME 2 Qe A.keZoB PE P 
(D, BEZES, 它 作用 在 有 * 上 因而 也 作用 在 IUD E, & 2P 
《Hw 是 由 那些 被 2 所 固定 的 多 项 式 画 数 所 租 成 的 一 个 子 代 数 ; 症 是 
互 上 ZY 不 变 多 项 式 画 数 的 代数 。 (Sim, BI 工 =s1(2,F)，4 一 基 
KARRE, M PHW 是 由 所 衍生 的 代数 它 具 有 0.0 如 果 我 个 
以 Symf 表示 fed D) 的 一 切 相 办 的 ZY 共 殊 元 的 和 ， 则 所 有 的 
Symi (ac 人 +,kEZ+) 衍生 PHW 是 显然 的 一 件 事 ， 演 是 因 篇 每 
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—AecAf-IBSBEE MEE XE (SE 132A) 。 

AX4G-IntL'EdRgHH—89y expadz (FE) 所 衍生 。 则 
GEPC) E28 BANISTEIB, FEJRJIAUE CG f)(z)=f(e 1z=)(c € 
G, JEF), MARTIE V) 的 固定 元 素 集 角 FU), W 
是 上 上 的 G 不 名 多 项 式 函 数 。 

藉 表 现 理 论 我 们 能 够 造成 许多 G 不 变 画 多 项 式 画 数 的 癸 子 如 下 。 
49: L—»5gI() LIS—IBEESS CHI) 2:81, 其 所 属 的 最 高 权 是 
ACcA* MEAZ EN= LL, c —expadz, 定义 一 个 新 的 表现 2“: 


L—. zl) 如 下 : 9"(z)=GCoCz)), z€ L, GABEBE PURGE BUE 
实 满足 grCCz7]) 一 [grz, 加 ?3。) RRS BEEK. WE EV 
是 一 极 大 向 量 ， 而 8 是 任何 正 根 , 则 ge(zp)Co+) 一 =6(1+adzt TE 


eee) = 0, iSBJEARMSSUARUGGRERBUGeSGEN 中 之 
故 。 不 仅 如 此 ， 因 篇 [zh]eN 而 且 9(N)(v*)— 0 所 以 9 (b) Ce) 
二 Ch 十 [zh])(v+) 二 BCh)Cv+)=2Ch)v+。 换 名 话 襄 ，vt+ 还 是 新 表现 
的 一 个 极 大 向 量 而 且 其 所 属 的 权 是 2 ， 所 以 两 个 志 现 5 跟 2° 是 等 价 
的 ( 序 V 的 两 个 工 模 结构 是 同 构 的 。(20. 3))。 令 d: V— V — 
ELERE, EE ONONE CENO 对 一 切 的 v EV 成 
立 。 更 具体 地 说 ， ys 只 是 六 中 基底 的 一 个 变换 ， 而 且 道 等 式 说明 了 
OCL) 跟 9"(z)=Gloz) 的 矩阵 是 相似 的 。 特 别 ， 他 们 有 相同 的 上 。 
WR k EZ nil z——Tr(9(x) E c RER, BERM 
SERER: 以 5Cx) BS GRE) BERRA, S) 的 成 分 变 成 
是 演 些 的 多 项 式 ， 而 肪 是 填 样 的 多 项 式 的 一 个 入 性 组 合 。 也 请 注意 一 
下 ， 趾 丙 数 的 不 变性 是 与 基底 (或 正 根 ) 的 原来 潜 择 无 天 ， 巷 而 与 五 
的 选择 也 人 无关， 所 以 < 一 Tr(G6Cz)*) 是 被 G 所 有 的 生成 元 所 固定 
(参考 加 题 16.2) ， 因 此 是 被 G 所 国定 。 
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现在 我 们 已 可 以 比较 PS 与 UD" GERI 
要 观点 ) 。 在 过 上 的 任何 多 项 式 画 数 ， 如 限制 在 辟 上 ， 则 是 豆 上 的 一 
个 多 项 式 画 数 : 如 果 我 们 将 豆 的 一 组 基底 扩张 成 工 的 一 组 基底 而 且 将 
了 写成 坑 对 侦 基 底 元 素 的 一 个 多 项 式 ， 半 就 构 得 很 明显 。 如 果 S ER 
是 G 不 炙 的 ， 则 它 就 被 每 一 个 造 法 如 (14. 3) 的 内 自 同 构 Ta (QED) 
所 固定 。 但 是 Taly FÆRI ca MH ce 衍生 所 以 我 们 看 出 flu 
所 GCCZDO)8。 因 此 我 们 就 得 到 一 个 代数 辐 态 0: (L)6—9 CH, 

定理 《Chevalley) 0 是 一 个 鞭 射 。 

证 明 (Steinberg), 出 前 面 的 广 解 ， 我们 知道 只 要 以 明 每 一 个 
Sym2 Qe A+, kEZH REE 0 的 像 集中 就 可 以 了 。 需 此 之 故 ， 我 们 
对 AT 的 偏 序 施 以 向 上 的 攻 炳 法 ， 以 极 小 的 4 〈 可 能 是 0) SHE 
Bi CER 13. 28， 我 们 知道 在 一 已 知 制 园 权 之 下 的 所 有 制 固 权 
只 有 有 限 多 个 。) 因 篇 4 是 极 小 之 故 ， 所 以 没有 其 他 的 z < AT 能 够 
AREA ó (其 所 属 的 最 高 权 是 2) 的 权 。 由 定理 20. 2, 21. 2, ó [i 
”有 的 权 是 ?4 的 ZY 共 塌 ， 每 一 个 的 重复 数 都 是 1 。 现在 r—oTr($ 
(2) 是 一 个 G 不 释 多 项 式 画 数 厂 ， 它 在 互 上 的 限制 是 Syma*, PMA 
Symat—6Cf). 

0. fe I BERATRPINSHUIZ ME, FE 4 S A+, k EZ, FAIRE 

RMR ABUELEUZBL SERR Trel). HI f|g—-Syma 
TàEmiQSyw, GEF 21.2) ， 其 中 我 们 取 和 於 & < 22 E, “= 
At KAPAB, BAF ATCURSUS VUL) E, MA 
. 最 后 Sym teu HRIMN. 

RRES F 做 进一步 的 一 个 观察 。 称 上 面 的 多 项 式 画 数 
x—ÀTr($Cr9) RABS RA AR — x. ^r, 是 XZ 的 一 个 Jordan 
分 解 ， 则 CECHA) 是 pC) 的 一般) Jordan fg € 
参考 (6.4)) , AR óé(z,) 跟 on) 是 可 交换 的 ， 所 以 在 (é(z;)+ 
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8(zn)》* 的 展开 式 中 除了 BCz) 以 外 的 项 都 是 考 需 的 ， 因 而 是 0 趴 。 所 
以 一 个 号 多 项 式 是 完全 由 它 在 工 的 牛 单 元 素 上 的 值 来 沁 定 的 。Chev- 
alley fR 2 Wiz € E638 83 0 将 由 肢 多 项 式 所 衍生 的 子 代数 了 C 
CL)6 lk EA CH)V ERL, 2 | PEERS CABE Fi: 0() 
二 0 的 意思 是 fin 0。 世 的 每 一 个 个 单元 素 是 落 在 某 一 极 大 的 环 面 
子 代数 中 ， 因 此 (16.4) 在 G 的 作用 下 与 五 的 一 个 元 素 是 共 翰 的 。 所 
以 了 在 工 所 有 的 个 单元 素 上 取 0 全 而 使 得 f= 二 0 CBRELERSSERD 。 
利用 一 些 基本 的 代数 末 何 《参考 以 下 的 内 休 ) , TUPISE IL PERS 0] 
0 EERI 看 成 一 个 系 理 ， FUS 是 由 蹲 多 项 式 所 衍生 的 。《 
然而 我 们 将 不 需要 滨 些 车 果 。) de Q3. 3) 中 我 们 将 允许 我 们 用 07 
的 记号 ， 但 读者 能 够 很 快 地 验 出 我 们 的 讨论 跨 O 搓 上 是 与 9 的 嵌 射 性 质 


23.2. 标准 循环 模 与 特征 标 


令 3 是 COD) 的 中 心 ， 朗 在 多 (Z) 中 与 所 有 的 z e2CL), 
或 者 踊 所 有 的 了 垂 过 ,可 以 交换 的 元 素 的 集合 。 一 个 自 同 构 o: 工 一 
L 可 以 唯一 地 扩张 成 多 (Z) 的 一 个 自 同 构 ， 所 以 G—IntL 会 作 
Jit Z) 上 而 把 3 映 至 3。 以 下 的 事实 将 在 (23.3) 用 到 。 

BIRA 3 恰恰 好 是 ZC) 中 的 G 不 变 元 素 的 集合 。 

题 明 “一 方面 ， 3 是 与 所 有 的 震 雳 元 z Ec 工 可 以 交换 ， 所 以 0 = 
[zzJ=adz(2)GC 2), ME expadz(2)— z 。 进 使 得 一 切 的 o € 
G 会 国定 z 。 反 之 ， 今 G 固定 CL) 的 一 个 元 素 zx。 固定 一 个 根 a 
SOT HJ 0 Zz,C L. WE n =adx,, BE nt 0 Tm at= 0 
HERR 上 十 1 MARME 41, ……, nuuc F GE8ETEE0IE F E 
无 第 之 故 ) , BER, 1--a;n (a? /20n4----(2//tDn! gx 
(lxi) 行列 式 
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1 CC12/21……， a t/t! 


1 45:458: /21----- a, [tH 


是 G2131...... 11)? RE Vandermonde 行列 式 T (a ;—a;)z 0 所 以 
i<j 


RPBEREME bns bi (不 全 篇 0) WE: n= Yb(ezp 


an), (BRER, 在 由 工 所 衍生 的 有 限 厅 子 工 模 C2 (L) 的 自 同 态 的 
空间 庄 汪 已 全 明 完毕 ， 参 考 避 题 17. 3。) 特别 ， adz=.(z)=Xb,ezb 
(ada;z.)(x)—- (Xb;)x W adz, 是 震 零 的 ， 我 们 得 一 结论 那 就 
是 b= 0, [zo, 72] 二 0。 但 是 诸 z, TEL, MARLEY 
素 可 以 交换 因而 zx E 3 正如 所 求 。 

我 们 做 一 个 诗 解 ， 以 前 所 提 到 的 活 Casimir 元 C,(22. 1) 就 属於 
3: REREH (6.2) 中 的 计算 ， 冰 且 省 略 在 那 庄 所 提 到 的 多 就 得 匡 。 

其 次 ， 我 们 想 知道 BERRA ZO) b, 2 eH*, 有 如 何 的 作 
Jl? ERW ZW 就 是 (20. 3) 中 所 造 的 。 如 果 v* 是 ZO) 的 一 个 
极 大 向 量 而 且 z E 人， 注意 hzwt—-z.h.vt—aA(h)z.wt(heH), Am 
Lat Z —£rQt-Ü0(x.c€L.aL0). MA z.vt 是 另 一 个 极 大 向 量 
其 所 属 的 权 需 1; 依 定理 20. 2, z. v* 必 是 v* 的 一 个 入 量 倍 数 ， 就 说 
EE x,(z)v+。 故 所 得 的 画 数 z: 3 一 了 是 一 个 代数 的 同 驴 ， 称 
篇 由 2 所 决定 的 特 徽标。 

4S-i(veZQ)z—x (v vze 3). RISE (CL) 的 作用 
FPF SSS B. S 包含 ot, BIES-ZOD, BrEAze 2 ZW 的 
任何 子 模 上 的 作用 是 和 乘 一 个 邦 量 L — (FH, EZA 的 任 
何 同 态 像 上 的 作用 也 是 一 样 ) 。 

我 们 发 现 沙 不 是 所 有 的 特 徽标 y QO H*) WEHR ST 
得 到 一 个 判定 两 特 徽标 会 是 相等 的 正确 人 条件， 我 们 定义 1, 4 EH* 是 
连接 的 〔 记 角 2 — n0 KLERI +R 1 十 5 是 和 JOBS Gip 
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6 一 正 根 的 和 的 一 个 ， 如 《〈13. 3)。 显然 ， ERNARRRE— MS 
EHR El, 我 们 只 考虑 整 粮 性 函数 (A 的 元 素 ) . ERTE 
L.(o05-0), y €L _, 使 得 (z,y.]=h. 

命题 41EA, acA, WEER m=<4, a> 是 非 负 的 ， 出 
ya 在 ZCa) 中 的 陪 集 是 一 极 大 向 量 其 所 属 的 机 是 1 一 (m 十 Da。 

Ea 利用 引 理 21.2 的 公式 以 及 一 个 事实 那 就 是 h. — <1, a> 
" 1 EWO. 3) 就 行 了 。 

X41 4 4EA,aEA, uo1H90)— 0, RI xi-X» 

RA AR c. So 以 外 的 正 根 有 排列 作用 而 且 将 a 泛 至 一 & ( 
引 理 10.2B) ， 所 以 ou6 一 6 二 一 a。 所 以 gu -04(44-9)— 0 一 oa4 
 —a=4—Ca>+l)a, BRR, <a> 2 如 果 此 数 是 非 负 
的 ， 划 命题 属 明 ZCO 包含 ZGO 的 一 个 同 访 像 〈 不 马 0) ， 因 此 由 
前 面 的 广 解 知 Xx; 二 Xe。 如果 一? uL 是 负 的 ， 则 <p, a> =<4,a> 
—2(«4,a74-1)2—-4,a— 2 是 非 负 的 (除非 < a> l, 
而 在 此 情形 下 4 二 4 所 以 洛 什 么 要 琉 明 的 ) 。 所 以 命题 及 可 以 应 用 ， 
以 4 代替 4， 又 得 xX; 二 Xp 。 

TREES EE ERREKEN UIDERI 同 的 特 微 
BR TUUHIEREDUGÉEEMMER 2 iRnaÉSUEUHBIRERUSCR 定理 10.3 
《d)) ， 我 们 得 一 更 强 的 结果 。 

X2 今 1,/EA。 如 果 4 一 人， 则 X,= Xa. 

Æ Harish-Chandra 定理 中 容易 的 一 尘 ( 参考 (23.35) dE 
以 下 我 们 将 看 到 我 们 是 如 何 地 推广 泛 粘 果 而 使 其 涵 荔 所 有 的 4, z < 
H*， 不 过 在 此 书 中 ， 我 们 只 需要 整数 的 情形 。 


23.3. Harish-Chandra 定理 


定理 (Harish-Chandra), 22, y & H*,. 如果 二 Xs， 则 2 一 
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Ho 
站 一 小 季 是 用 来 苹 明 过 定理 。 丛 明 的 主要 想法 冰 不 是 很 友 的 ， 不 
过 有 一 些 映射 是 要 和 弄 清 楚 的 。 首 先 我 们 固定 工 的 一 租 方 便 的 基底 ， 就 
说 是 (h, lei £a Ya 07-0), Jh imas A= (ass ai) 
定 一 个 次 序 ， 先 是 ya, KRE hi, BEE zx 。 关 认 过 个 次 序 建构 
vL) 及 9D 的 PBW 基底 。 定 闵 一 个 狠 性 映射 :CL)- 一 > 
(如 ) 将 bs ho enh, 的 基底 单项 式 姿 至 其 本 身 而 将 其 他 的 基底 
TREZO, 

AUR v+ REKA VA), 2 € H*, 的 一 个 极 大 向 量 ， 我 们 考虑 z 
€ 3 (用 以 上 的 PBW dcn) 是 如 何 的 作用 於 ot E, 单项 式 
JP Th T cda 车 其 中 有 一 些 ja> 0 则 将 v* REO, ATE 


一 切 的 j= 0 而 有 一 些 ?> 0 REM ot 滩 至 它 的 一 个 倍数 然 全 
再 泛 至 一 个 粹 低 权 的 向 量 。 依 此 ， 能 够 对 因 有 值 x, Co) Si Ben 
有 单项 式 是 那些 im 0 =j, Ya。 由 此 ， 我 们 立刻 知道 

(0 uO) z e 3, 
其 中 E 如 上 所 定 羔 的 。( 2: 及 一 > 下 可 以 自然 地 扩张 成 结合 代数 的 
FI w/D—9F, ) m3, h CO 我 们 知道 在 3 的 限制 是 一 个 
RETE. | 

不 论 如 何 ，5 必须 出 现在 汉 计 论 歌 ， 其 起 过 的 情形 如 下 。 将 每 一 
个 hi IRE 1 ， 落 有 入 性 地 扩张 成 一 个 映射 及 一 >Y (万)。 演 是 一 
个 李 代数 同 驴 (所 有 的 李 乘 鞭 都 是 0)， 所 以 它 扩张 成 一 个 同 能 7: Z 
GD— 90D, o 显然 是 一 个 自 同 构 〈 其 道里 射 是 将 h RE hit 
1), 4$: 3—P D 是 合成 同 驴 7 £la. BERE (13.3) 知 = 
X Q; 是 人 的 基本 限制 权 ) ， 所 以 M= 1 oif Q0 0D 


—0H-9) 08) - Q-E2)(0) — GO) 1) — 1 = 二 XCh;)。 所 以 : 
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G) QGqLƏ9X000)=2CG0) Ge 3,2EH*), 

与 CO 租 合 起 来 ， 就 得 y .G)= Q-Y(9 (22. BEA A ERREA 
数 。 由 (23. 2) 的 引 理 2， 所 有 的 共 塌 oC2+6) 在 %(z) 上 是 一 致 的 。 
温 对 所 有 的 2 A, 因此 对 所 有 的 EA 是 成 立 的 ， 故 得 知 所 有 的 
MERRE 2(2) 所 有 的 和 一 共 间 上 取 相 同 的 值 。 不 过 浑 一 来 ，Z 
必须 固定 P) z EZ, BB HERE CF| 17. 2)， 所 以 我 们 在 
此 可 以 以 对 称 代数 GOD RE OD. BABIES 
BA. GODVCGOD 的 元 素 是 被 所 有 国定 ) 。 

我 们 已 性 明了 一 件 事 ， 那 就 是 对 所 有 的 2 C H*, nE) =Q+Ə 
(9(2). vz € 3。 不 仅 如 此 ，%(z) 是 2 不 变 的 ， 所 以 如 果 我 们 以 
cC? 十 5) 替换 2 十 5 则 右 端 是 不 改 刀 的 。 所 以 ， 如 果 2 一 pCp 跟 2 
RRE), M LEOLE. ERAT (23.2) PHR 2 可 以 所 
大 至 所 有 的 4, n 垂 豆 *， 正 如 那儿 所 做 的 广 解 。 

我 们 刚 看 到 LEAHY), 2 €H*, BE x;—x« BEA 
十 5 跟 / 十 5 在 PCI) 上 是 一 致 的 ，%( 2) RRE GCOD' h, 8 
TiÉS) Harish-Chanpra 定理 ， 我 们 必须 证 明 在 多 的 作用 下 ， 2 十 6 
跟 / 十 5 ERN. BEZI REBIS =S 就 可 以 了 ， 
SE TELF BUS TRUE HR, 

BE 4 ALLCH* RATE Z MER, 於是 422, 在 
GODWC- A UI*)W) 的 某 一 元 素 上 取 相册 的 值 。 

下 明 “过 是 相当 基本 的 ， 只 需要 Z 的 有 限 性 就 可 以 了 。 一 开 始 
在 GOD 中 于 取 一 个 元 素 使 得 2, 在 此 元 素 取 非 党 值 ， 而 的 其 
他 所 有 的 ZY REAR 2, 所 有 的 Z" 共 扫 在 此 元 素 上 取 0 fi CERN 
多 项 式 是 会 存在 的 ， 需 什么 ? D 将 此 多 项 式 的 像 加 起 来 就 得 GCN” 
的 一 个 元 素 ， 在 此 元 素 上 ，2 取 0 值 而 a WEO 值 。 

其 除 的 工作 是 藉 明 少将 2 映 上 CHW, RIURGEARU—M 
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kijo SUPIBHE— T, GO WRI) 中 的 对 称 张 量 的 空 疝 涡 同 ， 
此 窄 间 是 自然 映射 z:.2 0L) — V CORSER J 在 9 (Z) 中 的 补 空间 
(定理 17.3 HRE) 4 G-—IntL 如 C23.1); G 作 用 於 2 CL) E. 
显然 70D RR J # G 的 作用 下 保持 不 能 ， PARERI r: 2L) 
— (L) 事实 上 是 一 个 G 模 同 构 。 记 GO figi GA 5206589 
子 空 间 〈 事 实 上 是 子 代数 ) 。 dip 23.2, x f GC WE ES- 
UL), GEE: z REMER EER. ) 
z % 
现在 我 们 有 一 图 示 : GIOD6—3 3— GH, BEETA 


Q3. 1) 中 所 研究 的 结构 有 万 人 的 相似 情况 : FD Gn, 事 
RE, $8 Killing 落 式 〈 它 在 工 跟 瓦 都 是 非 退 化 的 ) ， 我 们 甚至 能 自 
然 地 将 与 L*, HR H* RR, WEG ER JC 的 作用 在 过 些 座 同 
下 是 一 致 的 。 考 处 所 得 的 图 式 : 


. T o 
GCDS—2 ——cGCGOGDV 


eS SD 
TERR 3EIBIBR3P CE Bbp ASA, IT SUTISUE REI 
回 事 ， 我 们 暂停 一 下 而 先 看 一 个 简单 的 例子 。 

WP) + LIOI, AREER (2 y, D), SHAI 
Ca", y* ^) 超 由 Killing ERTAR(Ly, La, LARA ES. 
5) 。 如 果 23 tt (2 La), M2 在 此 可 与 h> RA, Tü 
且 姑 街 生 (ED 所 。 由 於是 工 的 一 般 表 现 的 最 高 机， 一 个 简单 的 计 
算 CERE L) 就 能 苯 明 肪 多 项 式 Pry St TEPL 
ROD WERT: SERERCEHRERRECL/64 ANII 
IQI) z HEERKE C/6OBLG1/32)zy-- G /32)yz€ Š, R 
是 ， 坑 了 计算 在 少 的 作用 下 的 像 ， 我 们 必须 用 PBW 基底 《关於 7， 
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h, TARE) 将 此 元 素 改写 成 (1/64)h*4- (2/32) yz4- (1/32)h,. E 
WERE 〈1/64)( 姑 十 21)， 而 且 7 也 就 将 它 迭 至 Z REE (1/64) 
(P—1), MREZU, BRE 六 一 1/64。 所 以 图 示 是 不 能 交换 
的 。 不 巡演 相 办 点 可 用 比 原来 开始 的 元 素 较 低 「 砍 」 的 不 变数 〔 汪 多 
是 1/64) 来 测度 。 l 

过 个 例子 建 巩 我 们 应 如 何 去 完 成 往 明 少 是 一 个 盖 射 的 过 一 件 事 C 
#H s1(2, F)， 上 例 就 是 以 明 )。 首 先 我 们 同意 将 (LC BOO, 
P” 跟 GOD" 认同 。 其 次， 如 果 GOD 中 的 一 个 多 项 式 是 
被 "所 固定 ， 则 它 的 谊 次 部 分 也 显然 是 被 居所 固定 。 所 以 只 要 将 彰 
次 多 项 式 提 异 至 3 就 足够 了 ; 特别 我 们 能 够 对 次 数 做 明生 (常数 显然 
jeu st. 

. 现在 映射 09 跟 4。x KU LIH (E-F, JEXUPÉUAS— 
个 映射 是 如 何 定义 的 ) , PUTGETENERDE 时 我 们 必须 把 [对称 」 元 素 
z(f)], PBW 基底 重 写 。 过 引 介 了 一 些 新 的 项 。 然 而 如 f 的 次 数 是 
k, Bl z(f) 是 在 ZL) 中 ze, SORÉVED Cn 是 取 自 工 的 
固定 基底 元 素 ) ， 所 以 由 交换 而 得 的 新 项 显然 是 具有 zz; 的 形 
X, Pick 

Wu o GS hi 88 h—1)5 GOD 中 的 多 项 式 的 最 高 次 项 
没有 任何 作用 。 要 点 是 着 究 的 ， 当 我 们 先 利用 6-!， 探 着 是 +x ， 然后 
是 轩 ， 我 们 就 重 次 我 们 原来 的 童 次 元 素 ， 只 不 过 较 低 次 的 项 可 能 是 
不 一 样 的 。 侠 明和 纳 法 假 届 ， 较 低 次 的 项 在 少 的 作用 下 已 是 人 的 元 素 的 
像 ， 所 以 访 明 完 蛙 。 


【 附 ë] 


在 过 一 节 中 迁 有 一 个 事实 没有 全 明 : 限制 映射 FUF — 
S CID'^4 ht (23.1), i&—3i REGIE Harish-Chandra 定理 的 性 
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BrH3E AF883, AGBMUESDEPEEEED SB ESL I SE y AIR XE 
RATAR E LES HC RT RS ZR Bo i — BS pa HIS PU o 

AA-Y* (PAHI nH); 在 此 我 将 不 考虑 A 的 向 量 空 
BEER A FJFI p eee STO A n 个 未 知 数 的 多 项 式 焉 。 如 
He I E FU) 的 一 个 理想 ， 今 2 d= {t= (tp e s z,2S A| f Co) 
二 0 vfel) fex v7) 是 一 并 集合 而 以 此 在 4 中 定 一 个 位 
Hi 显然 9 跟 4 是 阴 的 ， 同 上 时， 并 集 有 限 联 集 或 任意 交集 也 是 开 集 的 
过 些 事实 也 很 容易 验 诈 《例如 利用 C14) 二 NY Ua wk 
SES Zariski 位 相 。〔 当 F=R 或 C 时 ， 一 个 Zariski pH FU 
的 通常 位 相 破 也 是 天 集 ， 不 过 其 逆 不 车 。》 

如 果 TEET), WHERE xz 一 (Xz)(4 一 了 ) ERAEN 
个 多 项 式 画 数 。 泛 样 的 画 数 在 Zariski CARRAR- MERAK, 
FE— BJ Zariski 位 相 的 仿 射 1 闪 空 间 。 因 篇 了 是 无 限 的 ， 所 以 在 
A 上 取 0 值 的 仅 有 多 项 式 是 0 多 项 式 ( 如 时 所 明知 的 〉。 

YV 4 是 一 子 集合 。 如 果 了 CT UVa HH V,V, 是 4 中 的 
HE, BV CV, VcVu Sue Vies. CTI ERU] 
EM, RATA. ) 

引 理 A. AJÉBERUERM. 

Za 2 A=%(1D UZ U) 而 且 假 定 此 两 阴 集 都 是 鞭子 祭 。 则 
I 010, $ f el, El 篇 非 震 多 项 式 。 则 /gZ 0, BA 
fg CARER OÉ, EEA. 

采 4 中 的 任何 天 集 都 是 稠密 的 。 

证 明 “ 今 芝 是 一 非 空 开 集 。 如 果 也 不 是 稠密 的 ， 则 存在 一 个 起 空 
天 集 YC 4 使 得 UN 人 NV=5; 於是 阴 集 4 一 U0, A—V RETR, M 
H(A—-U)UCA—-V)2A, RIER. 

现在 回 到 第 二 十 三 季 的 情况 : 工 Kupu, H eA CSA (等 


第 六 章 demum 201 
等 。) 固定 工 的 一 租 基 底 使 得 可 与 一 念 射 % EZRISISE (n —dimL) 
TEEPU 与 上 面 所 介 阁 的 多 项 式 丙 数 座 同 。 关 於 此 一 基底 ，adxz 
可 以 一 个 % X n ERR, CAERE LL ERE ALESHA 
HR. oTe RaR, MAR (对 XEL) p.(T)=a4dzx 的 固有 多 


n 


页 式 = AOT HUR, 84H c; JL Eñy— BA 2 Kuq K. 


今 工 的 2 RRER cm TER ODEM, WERTELR 
2 正则 当 且 仅 当 cQ) 0 , RDR, tæ’ EWS ERX 0m 
Ë adz 的 固有 值 时 有 僧 可 能 最 小 的 重复 数 。 过 证 明 > E P ERU B. 
Bi z, 是 ?正则 ( 因 篇 他 们 有 相同 的 固有 和 多项式) ; 特别 ，? 正则 
个 单元 素 是 存在 的 。 显 然 卫 所 有 的 2 正则 元 素 的 集合 豚 是 一 个 开 集 ; 
由 於是 开 集 而 且 非 空 ， 所 以 它 是 稠密 的 《由 以 上 的 系 理 ) 。 

如 果 工 全 了 工 是 中 单 的 ，Z 落 在 一 极 大 环 面子 代数 ， 所 以 共 耦 定理 
半 致 在 G 的 作用 下 与 刀 的 某 一 元 素 是 共 珀 的。 但 是 如 果 上 天气 避 ， 我 
们 知道 dim cx( 有 之 [二 Yank 工 ,我 们 也 知道 卫 有 元 素 ( 称 篇 正则 的 ) 
使 得 dim cz (h) 二 1 (15.3), BREE 2 正则 站 单元 素 ， 所 他 们 必 
须 与 正则 定单 元 素 是 一 致 的 〈 而 且 九 三 1) 。 但 是 除 0 以 外 没有 其 他 
的 需 雳 元 素 可 与 一 个 正则 全 单元 素 交 换 。 由 前 面 的 一 段 ，Z 是 2 正则 
半 能 Z 三 zs。 肖 使 我 们 能 够 描述 匈 需 一 切 正 则 个 单 元 素 的 集合 。 

现在 令 f EPCL, fi 0。 特 别 过 六 致 了 在 <? EFL 0 ë, 但 
是 多 是 稠密 的 ， 所 以 了 = 0 Wik 0: (L)6 9 2 (H> d — f 
射 。 


E E 


l. 在 (23.3) HATE, SXERISDTIGRU BEA TRAE TE REB, 
2. $8 A, B, G, 型 代数 ， RURE 2,2, 明确 地 计算 
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宛 (Z) 光 的 衍生 元 。 试 利用 过 一 季 中 的 方法 貌 明 泛 其 中 的 一 些 衍生 元 
是 如 何 地 提 界 至 3.  GBIBXÉ— T, TEC SR, FHE 
一 多 项 式 代数 其 衍生 元 的 个 数 是 了 一 2。) 

3. 如果 <4 a> 是 一 整数 ， 则 当 ? 是 及 上 的 任意 入 性 函数 命题 
23.2 ERM. 

4. 由 公式 CO x GD =2C(8CG20)G23. 3)， 试 直接 计算 泛 Casimir 
元 c, Q2.1) Æ VOD 上 的 值 ， 2 A: (4 十 4 十 站 一 C6,6)。[ 先 
回 机 一下， 如 跟 ha 分 别 与 Za ER ya 的 关 傈 。 其 次 ， 傅 一 个 PBW 
基底 的 次 序 将 cr KE, PERA 22.3) 中 所 六 出 的 事实 那 就 是 ， 
SHEMPRE u, Ca, = Zh ah), 1 


5. REM F(cherF—0) 上 的 任何 % BUS AE SERRE A 
JHSKBUACHAKBU— MRES. (Yn HORE, EH CT'-+aT,y, 
然后 利用 Vandermonde 4;7l5X38 262p n= 2 SERM PE ARCA 
k 次 老生 成 一 个 空间 其 厅 数 正 是 所 要 求 的 。] 

6. 如 果 2 S A+, MEJL 2 BED p Hx 1， 因此 所 
有 这样 的 4 都 是 ZA 的 权 

7. & 多 =[W(L), (ZL)] 是 在 CL) 中 由 所 有 的 zy— yx, 
»y€9()) ERTAN RE (L) 是 子 空间 久 跟 3 的 直 和 (由 
此 ， 我 们 可 以 扩张 x， 至 全 部 的 CL)) 其 中 只 要 要 求 y, 在 多 上 取 
0 值 就 可 以 了 ) 。 (HEZA 17.3 得 知 多 (Z) 是 有 限 厅 工 模 的 和 ， 
因 篇 工 是 秆 单 ， 所 以 Z) EZIK. AE 3 是 OL) 所 有 的 
自明 子 工 模 的 和 ， 同 时 驴 与 由 所 有 的 adz(y), z€ L, y cv CD 
成 的 空间 是 一 致 的 ， 后 者 跟 3 是 互补 的 。]] 

8. 在 H* ROGA ! 礁 空 间 的 事 同 下 ， RERRAE H* 中 是 
Zariski 稠密 的 。 利 用 过 结果 试 司 明 系 2 (23. 2) 能 扩张 至 所 有 的 2 , A 
EH*, 
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9， 武 性 每 一 个 代数 同 态 x: 3—7 都 是 形 如 xX:， 其 中 4 = 
H* [将 x 看 成 是 一 同 驴 GCH)'" —9F, Xt RGSSIEREGRE GH) 
中 生成 一 个 芙 理 想 。] 

10. BARBARA] O9: 3 一 (了 )” 与 人 A 的 选取 是 无 天 的 。 


F 


BB 4582 ERA Chevalley 定理 Steinherg RHEE Verma 
[1] Ain ARRE Varadarajan [1], ， 85.6 rh, AS Harish- 
Chandra 在 特征 标 上 的 工作 的 报告 ， 可 参考 Harish-Chandro [1], Seminaire 
“Sophus Lie" [1] Expose 19 及 Varadarajan [1], 85.7, 我 们 是 探 用 
Verma (11, 


24. Weyl，Kostant Z Steinberg 等 公式 


沿用 第 二 十 三 节 的 记号 。 我 们 将 利用 Harish-Chandra 定理 (23, 
3) 去 得 到 一 些 关於 特征 标 跟 有 限 众 工 模 的 重复 数 的 公式 。 过 些 都 没 
有 用 到 Freudenthal 公式 (22. 3)。 


24.1. H* 上 的 一 些 丽 数 
对 於 2eAt， 已 在 (22,5) 介绍 VO) WERE: ch= 
X mUD), Jb eCp) ERER CAI 的 一 租 基 底 。 针 无限 蕉 


R ZOD 定义 形式 特 徽标 也 是 很 方便 的 ， 只 不 过 在 此 ， 和 无 限 形式 和 将 
会 是 不 便 於 处 理 。 我 们 拾 此 而 改 用 更 具 建 该 性 的 形式 。Z[5 人 ] 能 够 看 
成 是 和 上 的 Z 值 画 数 的 集合 (0 在 一 个 有 限 集合 外 ) . SUE E SRIBAE 
法 运算 构成 裙 积 ，f *gGQ)= 2f GDC) 


今 关 是 在 H* 上 所 有 的 卫 值 画 数 了 其 楼 集 ERR UEH*: f 
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(2) 夺 0]》 是 包含 在 有 限 个 形 如 {2 一 X ka, Ke T!) 的 集合 GER 
的 集合 当然 出 现在 一 模 ZG), 1 EH* 的 权 集 合 中 ) (UNES. XE 
一 个 空间 。 

只 要 稍微 想 一 下 就 能 全 明 兴 在 袜 积 的 到 算 下 是 封闭 的 ; 於是 它 就 
RAETH, FADERS, CETERAE LEERE 
Bi, | 

CEEESVENUE f cCOCHBUE 2 SH* i HEAR CF 
的 元 素 垮 傈 数 ) ERDE. XEXEERMPENEZLT, SHESJIPLE UR 
e) 的 是 什么 呢 ? 显然 过 正 是 特 徽 画 数 a= 1, a= 0, p 
A, HX, o 是 环 兴 中 的 么 元 。 而 且 ez en 二 extn Weyl StfEX Ef 
作用 是 〈c £)00— f (2); I, o7) 6a. 

But AM X HRS ERU HE, EU 2— Y 


«Sto 
ka 的 非 外 整数 的 集 给 (ka 07-0], T DUO 表示 所 有 过 种 集合 的 个 
数 。 除 非 4 落 在 根 格子 里 否则 pC2)= 0, WE p =chzo CERO. 5) 
al bc. # pÆ Kostant pp CER Kostant 4r SUPR 
RÆ 4 BSTPSRRS— OUS, RK, SUP d = T Carman) (其 中 


乘积 记号 本 杖 表示 关中 的 禄 积 》。 称 4 Ry Weyl WM 

现在 我 们 要 蓉 明 一 些 限 上 面 所 定 闵 的 画 数 有 了 天 的 简单 引 理 。 对 每 
—iEf e, k eZ*, 4 fa( 一 ha) 二 1， 否则 fe(2) 二 0。( 在 记号 上 
fa 可 以 想像 成 eec et aac) o BA fie X 

BEA. (a) p= T fa. 


(b) (so 一 se * fa=60 o 
(c) q= 可 (eo 一 J) * Es, 
av-0 


E (a) 3E R| HAS BJ E 3SAFEDISS|. (b) ØRE, le-a) 
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* (egt Eat 6227 1) 69 SHRJCILISRESRIRES, (我 们 很 容易 
和 以 右 密 的 证 明 。)c) AR ó = X les ë| = a le/ 但 是 ，(eo 一 


Ea) * Ej2 Esp Eal WIERE 

引 理 B. eq—(—1)!?q (e€. `), Io) 如 (10. 35, 

RA 只 要 访 明 在 o 一“e í$— C RBUH, BU Lo)= 1 的 情形 下 ， 
引 理 会 成 立 就 足够 了 。 但 是 co。 对 a 以 外 的 正 根 有 排列 作用 而 且 将 
i&E— a (3 引 理 10.2B) ， 所 以 o.q=— qo 

BBC. q * 5 *6e5;—&, 

证明 将 引 理 4 的 三 个 部 分 粗 合 起 来 就 得 g * b = s = T osa) 


# ë * Doe ac T 《(eo 一 sx) # 一 co 。 
w > 


B|zg D. hz b= * ROT 
ERA ”第 一 个 等 式 是 显然 的 《做 考 避 题 20.5), 第 二 个 也 是 一 


BRE. q * cz 一 sh4i。 

EA 将 引 理 C 跟 忆 组 合 起 来 就 得 攻 。 

在 引 理 8 中 出 现 的 傈 数 C— D (0677). MEHR emo), 
EE, LE A, MR, VESER Sm 是 同 构 的 ， 而 且 salo) 
跟 排 列 o 的 符号 〈 偶 排列 需 正 ， 奇 排列 需 负 ) 是 一 致 的 。 


24.2. Kostant 的 重复 数 公 式 


现在 的 主要 想法 是 想 有 将 有 限 厅 模 VOOQeAO BTE XE BUE 
ch, Ae chzu, 的 世 统 性 组 合 ， 而 且 接 着 利用 前 一 小 节 的 引 理 
(以 及 Harish-Chandra 定理 ) 简化 所 得 的 辕 果 。 

命 Ma 表示 满足 以 下 请 性 质 的 工 EV Wai (2 e H* 是 固定 
ËJ) : 
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(1) V 是 权 空 间 SED) 的 直 和 。 

(2) SJ 2 eH*, 3 在 六 上 的 作用 等 於是 纯 量 x6 3) 的 
Sk. (23-9 的 中 心 。) 

(3) VERBERE, 
当然 ， 权 2 所 有 的 标准 循环 模 都 满足 过 些 休 件 ; 他 们 的 子 模 〔 它 不 恒 
需 标 准 循 悄 子 模 的 和 ) 也 是 同样 的 。 事 实 上 ， MERTA, WAR 
像 以 及 形成 (有 限 ) 直 和 下 是 封 并 的 。 由 Harish-Chandra 定理 (23. 3) 
得 知 当 2 Rz ERES o — T | 

Bg Venu. NVES- EKAR GHEV2 0). 

ES ARERO) 之 故 ， 对 从 每 一 个 a > 0 RV. 的 每 一 权 / ， 
p 十 Ru 对 足够 大 的 EL 来 说 将 不 再 是 V 的 一 个 机 。 肖 使 得 我 们 清 
林地 看 出 一 件 事 ， 那 就 是 对 某 些 林 4, 4 十 a (a>0) 不 再 是 一 个 权 ; 
EV, 的 任何 非 雾 向 量 就 是 极 大 。 

SHMg—1€H*, 460)—(ue H*|z—2 而 且 2—2). HB Q3. 
2) p — 2 的 意思 是 w 十 6 跟 1 + 0 REZCXRE, XEDLTIUSERHRSUR 
中 ， 我 们 利用 Harsh-Chandra 定理 限制 ZO 的 合成 因子 的 最 高 权 
omen. 

"44€H*, Bl 

o ZO) RENA. 

(b) ZQ) 的 每 一 个 合成 的 因子 都 是 形 如 VQ) B, pe 
6Q) 而 且 VQ) E Q0.3) 所 定 闵 的 一 样 。 

(c) V(X 在 ZG) 的 合成 列 中 出 现 一 次 。 

E (a) 如 果 ZG) 是 饶 狗 的 ， 则 ZCO-V OD, MERAT 
BEZI 否则 ZO 有 一 非 需 凌 子 模 V 小 在 Ta 中 (RENAE 
用 在 条 件 (2) 上 ) 。 因 篇 dimZQi 1 ，1 不 可 能 是 六 的 一 个 权 。 由 
以 上 的 引 理 ，V 有 一 极 大 向 量 〔 就 说 它 所 属 的 权 是 p 对 2) ， 因 此 了 
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包含 ZU) 的 一 个 非 需 像 开 。 特 别 ,X= 二 Xn， 所 以 4 ~ 一 (h Harish- 
Chandra EBE), TE p E0). BEZE ZC2)/W,W。 每 一 个 模 都 
是 标准 循环 的 《而 且 落 在 Wa h), 但 是 在 它 所 有 的 权 中 会 与 2 3k 
接 的 权 的 个 数 或 者 要 比 ZO 的 少 ， 或 者 是 相等 但 御 有 一 些 的 重复 数 
要 比 ZQ) 的 小 。 对 ZOW 女友 重复 以 上 的 论证 就 得 子 模 的 子 模 
及 同 访 像 ， 他 们 的 权 和 与 2 会 束 接 的 个 数 越 来 越 少 或 他 们 的 权 的 重复 数 
越 来 越 少 。 汉 显然 说 明了 我 们 的 做 法 在 有 限 步 睫 之 合 就 得 停止 ， 因 而 
得 到 ZO) 的 一 个 合成 列 。 

(b) ZQ) 的 每 一 个 合成 因子 都 落 在 他 中 ， 所 以 有 一 极 大 向 量 〈 
由 引 理 )， 因 此 必 是 标准 循环 的 《 因 是 诈 狗 之 故 )。 由 (20.2) 得 知 ， 
每 一 合成 因子 中 某 一 个 了 CA) JE RISE, RIEA isu z 必须 
BR IA 

( iS dimZCGD= 1, MEERA. 

命题 使 我 们 能 够 记 chza=chot XdG2chyo (UEZ, 
其 中 和 是 取 於 所 有 的 4 00), a = 2 之 上 。 滩 是 固定 ?EH*， 而 县 
对 9(4) 的 元 素 规定 一 征 克 序 如 Ga, su) 一 般 ， 其 规则 是 ig 
导致 i CNN, 4 二 /1)。 根 据 命 题 ， 每 一 chz;zap TARR chya 
i < j AERES (chyup 也 在 此 租 合 中 出 现 一 次 ) 。 所 以 所 
得 的 上 个 方程 式 有 一 关於 所 细 定 的 欢 序 的 三 角 惩 障 其 对 角 元 素 是 1 ， 
特别 它 的 行列 式 值 是 1， 所 以 我 们 可 以 反 过 来 将 每 一 个 hyu) ZR 
chzcnj, š < EZRES, ch;ap 在 此 租 合 中 出 现 一 次 。〔 现 在 
当然 可 能 有 些 傈 数 是 负 的 。) 

X 421€H*, Wb chya 是 一 入 性 租 合 XcG0chzo, OB 
ue) Z E) ， 其 中 cCD)= 1, 

-现在 我 们 应 用 引 理 於 一 个 特别 的 情形 上 ， 那 就 是 ，2 篇 一 个 制 因 
整数 权 ，chi 二 chywx)。 人 於是 dimV Q) FARK, MESMER o€ 
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Z”, (ch)=chi, (24.1 HEIRE, q «chi Xc(nesus, t3 (24. 
I) WBB, oC» chi) o (q) *o(chi)==sn()q + chi(o 62), 
他 方面 ， eCX coe - D elpis) ER ZU +o AEBN 
排列 作用 213995 ， 同 时 c= l, 因此 如 果 e (ur) 
= 1 十 5 则 得 c()—sn(o), BU 
e q* ch;= 5 sno)eocts)o 
E, MA. 1) 的 引 理 C 应 用 至 此 等 式 上 就 得 : chi=q* pes un ch; 
= P *s_ I * C2 $n(o)ec an — b * 2, $n(o) b * 6504-4) — 2 S(0) 


力 # so(246)-5 a 
定理 (Kostant) 倒 4 忆 At。 旧 V(2) 的 重复 数 可 由 以 下 的 公式 求 得 
miCu)— Aui ODHA), 
———— 出 来 ， 但 是 由 於是 在 Weyl 
FERH, BIEUETRESUNNR MAREEK. Mt, TERUHL, 
Freudenthal WRIA BITZ) 常常 是 较 易 於 应 用 。 


24.3. Weyl 公式 


引 理 4 — 2 sn(o)eni 

ES ”直接 从 明 是 很 容易 的 ， 不 过 ， 我 们 将 利用 〈24. 2) 的 公式 
C. dnR i —0, JU chi=e WIB. C 的 右 端 就 变 成 Y. Snoes o 

EE (Wey, RIEA BIC > 5 SnCo eos) *chi- > 2 SC ) 
Ea(1+6)o 

EA 利用 (24,2) 中 的 公式 G) 及 以 上 的 引 理 。 

Weyl 的 特 徽标 公式 事实 上 说 明了 一 件 事 , 那 就 是 我 们 可 以 将 cha 
看 成 是 ZC A ] 的 两 个 简单 交错 和 的 商 。 在 实用 上 、 如 果 要 和 从事 省 [除法 1 
会 是 很 费时 又 费力 的 ， 所 以 Frendenthal 方法 〈 第 二 十 二 节 ) 通常 是 
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较 快 的 。 然 而 ， 由 Weyl 公式 我 们 能 够 得 到 一 个 对 从 VOOQS A*) 
KWER ES deg(?)， 来 说 是 相当 有 用 的 公式 。 因 篇 VOD Reg 
空间 的 直 和 ， 所 以 de= Y m) RER. ETEJEEARLY 
miQDeGD e CA WERNA, KERNER, ERER cm 的 值 
的 和 。 现 在 访 我 们 考虑 2€ 的 一 个 子 代数 尖 ， 它 是 由 一 切 的 特征 画 数 
ee AYEBU, BE EURO: 光 o 一 > 下 将 f ex, SESEK 
和 是 有 明确 的 定义 。 我 们 的 克 题 是 把 och) 看 成 是 2 HARTAR 
AHER. TERE o MUSEUM sw(c)eo HERKEN, 其 
信 需 需 ， 所 以 我 们 必须 直接 进行 。 对 任何 2 CAS MY saoer fi 
写成 o+) 

NE 61 一 >(2, a)e 对 从 固定 根 a》 能 扩张 成 X HAAR 
能 0.， 事 实 上 它 是 一 个 洁 子 运算 。 一 般 设 来 ， 自 同 角 9 二 本 9。 不 再 
是 一 个 亲子 ， 但 可 以 看 成 是 一 个 微分 算 子 。Weyl 公式 可 写成 : o0) 
* ch 二 wCX+0) BR o) 是 Weyl ES MERRI), CE 
SR t TD (BE q 的 原来 定义 ) 。 现 在 将 Ə WA Weyl 
ARWR WELFI Leibniz E, BE: vO)» ch))=v 
(3wC6))vCch), A deg(2)— QU, 

RERE FERD; on) — Tr (8, a); ERI, ve) — T. 
(08, )=T (3, a), RERE, B o7 渴 至 负 根 的 正 根 的 个 数 是 
Ka) Ke) (参考 引 再 AC10.3)) ， 所 以 通 正 是 sn(a) TC, a), 
snCo) 二 (一 1)10。 换 句 话说 ，vC96(0))= Y. sz(o)2(3eo) 一 X sn 
Co)? T G, a) Card (A^) (a), B OHO) BERARENA 


Card (4^) T AHD a), ENRERE RRA EBREA: 
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(F9, a) 
+ _ 
X 4 4EAt。 Bj deg Qy = TG) ° 
fe 3b EAF, ANERER, SL BER T: RISE 
3-9, a> 
LT, RARE degQ)— 25 — GU BIRD. 


«7-9 (a, a) TL <, a> 

但 是 一 十 5 a>>=(C2 十 bar,ar 是 对 个 根 。 BË AY E Ov 的 一 组 
基底 (EE 10. 1) ， 我 们 能 够 记 wy 一 citwai"， 因 此 一 十 2 a> = 
Xcí OAH, a7 — X cj(01;4-1) Q= ma), MARTIRENA 
整数 c:‘" 就 行 了 EET). — 

A NR A, MRR, A-la-s > BBC dega) 
=m+1, 2 一 1， 参考 定理 7.2, 

现在 芝 我 们 将 注意 力 集中 在 秩 篇 2 的 情形 ， 记 2 mma Emus 
HH A, AKH, HERB au as om 十 wa。 HE, LIBE 
1.2， 然 而 分 子 是 22 十 1)Cos 十 1D)(mi 十 ms 十 2) S8 B, 及 G, 来 
ER, 计算 是 很 类 似 的 ax Qa tr B, 的 短 根 ， Ql fy G, 的 短 根 ， 完 
全 跟 第 十 一 节 是 一 致 的 ) . MEME CERT: 

(A) +Om--1)Gm-r1DGm--m--2) 

(Bj) a (m,-- D np T Gn m 4-2) Qm dm.) 


(G> mt Dn E DOE, +2) 2m3) 
(n,4-3m;--4)(2m,-3m,-- 5) 
对 从 G, xh, deg) —14, IN 2,—3a,4-2a; ERER, RIR 
BVO) 是 正则 表现 的 卖 现 空间 。Deg(?2)= 7 。 在 此 ，F(2) EQ, 
(Cayley 代数 的 嘛 0 子 空间 (19.3), - 
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24.4. Steinberg 公式 


我 们 能 够 组 合 Kostant 及 Weyl 的 公式 而 得 到 一 个 关於 V (2) 在 
REE VUS 中 出 现 的 次 数 的 明确 公式 (过 是 由 R. Stein- 
berg 提出 的 )。 由 於 Weyl 定理 〈 了 关於 有 限 灯 L 模 的 完全 可 狗 性 ) 
(6.3) 之 故 ， 如 果 aa" c At, 我们 能 够 将 下 (CD VG") 写成 一 
些 VO) 的 直 和 ， 每 一 个 出 现 na) 次 数 《如 果 VOD 不 出 现 就 记 
nQ)— 0 )。 特 别 ， 张 量 积 的 形式 特 微 标 等 於 Y nche 他 方面， 
我 们 在 22. 5) 中 订 明 了 此 形式 特 微 标 等 於 chis cha, RE: 

(1) ch, * ch;— 2n Q)ch; ° 


如 前 ， 将 式 子 X Snoen MAR oH) RREA 
如 果 在 (1) 式 的 两 端 乘法 以 (5) TAR VA 分 别 利 用 Weyl 公式 
(24. 3)， 我 们 得 : 

(2 cha * o( 4-8) = X8 Q9 (4-3), 
RA, RAE = Emea WEE mG) 换 成 它 在 Kost- 
E 


ant AA (24.2) 中 的 值 。 等 式 (2) RERE: 


G) Y X sn(e)0(a-rë—aQ-9))s, * WCA) 
= Enui), 

利用 o+) 的 明确 还 式 ， 滨 就 芒 做 : | 

(4) > > X snCor)p uto—oaCad td)er)re 


r 
.二 2, 2; n COsn Geom ° 
篇 了 上 比较 (4) AWR RTEA, ERR, Dv NUN, 
其 中 oC(2 十 站 二 v2 十 6， 就 得 
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(5) X 2, sn(a)n(e G+ 0)—0)645 o 
EE, MArie, Hh (Wte =r, R: 
(的 XE, E sob 20-649)! 。 


现在 令 2 EHA, HE, RE GC — 1 否 期 oQ-rL0)— ó 就 不 能 
EER CEDENS. 10)。 所 以 ，nCoCy 十 站 一 站 二 0 除非 a= 1, i8 
是 设 在 (5) 式 中 ot 的 傈 数 恰 恰好 是 nG), H ORMER T. 

定理 (Steinberg) 4& 4,27€ A+ Hp VQ), 4EA+ 出 现在 
VODOVOD) 中 的 次 数 可 用 以 下 的 公式 表示 

P PEL (oc) b(A4-28—o(4' -- 0) — c (4! --0)), 


ERA (A Kostant 的 公式 一 样 ) 是 很 明确 的 ， 但 是 当 Weyl g 
太 大 时 ， 浴 况 是 不 容易 应 用 。 在 履 题 9 中 ， 我 们 发 展 出 一 个 通常 是 较 
篇 实用 的 公式 。 


a = 


|l. ELE A, BUR, BERAI Weyl 的 特征 标 公式 〈24. 3)。 

2， 试 利用 Weyl 的 礁 数 公式 媳 明 最 小 的 可 能 灯 数 的 一 个 信 实 ， 
ELKUBVRERME L 模 有 最 高 权 4, X i 是 (12, I) 中 的 某 
些 数 。 

3， 试 利用 Kostant 的 公式 验 广 列 在 例 1 (22. 4) 的 一 些 重复 数 ， 
FHE ch; 跟 Weyl 的 公式 所 输 的 式 子 。 

4. 对 特别 情形 A, 斌 比较 Steinberg 的 公式 跟 Clebsch-Gordan 
公式 GB 22.7), 

5. 就 利用 Steinberg 的 公式 ， 分 解 G, R VODGVGD 成 它 
HUEEAUBNZTBUTU, RAA Weyl 的 公式 验 旋 既 移 成 分 的 厅 数 和 正好 是 
dimV (4))-dimV (22)。 
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6. 4 L-—sI(3,F) 把 4 二 Uj 儿 十 Us4。 简 记 篇 Cmm. SN 
利用 Steinberg 的 公式 验证 Vad, Svo, D)exV(0, Opra, D. 

7. RRE (24,3) 中 的 次 数 公式 ; EUH C, 型 的 代数 导出 迁 样 
的 公式 。 在 一 般 情形 下 ， 如 何 才 能 求 出 整数 c? 

8， 令 2 ECA WRES HEE 0+1 会 固定 2 RARE OR sio) 
saa 0 CRAN EAER Weyl SEBBBHRE TEER RE 
一 事实 求 一 个 会 固定 2 的 镜 射 , 因而 半 出 固定 2 的 一 的 元 数 是 偶数 。] 

9， 此 必 题 的 目的 是 想 就 所 牵涉 到 的 一 个 模 的 权 的 明确 知 共 去 求 
得 一 个 张 量 积 的 另 一 个 分 解 。 如 (24.4) 一 般 ， 一 开始 考虑 CO X 
ch; * oQrr0)— Y COLCERA TERREA > m'a) 代替 cha, 
然后 组 合 起 来 就 得 : 

2,5 00 5 m Q)s oi as 
《就 利用 Z 在 VUN 的 权 空 间 中 有 排列 作用 着 一 事实 )。 其 次 ， 证 明 
(2) 式 的 右 洛 可 以 表示 成 Y snCo) Y near MRI 有 某 一 元 
Ro = 1 EXE p 则 定义 OS 0, 又 如 果 除 1 以 外 没有 其 他 元 素 会 固 
定 4 而 且 oQ) EHARA e= sale), Bih AR s h: 
chi! * ch'= > m CQ 3-0) ch uil days, 
JO dS AR SLIBXE ByBE A JEN RAE — $8 GL RE, 
10. HARE 9 的 方法 重新 做 匀 题 5 CER 6 。 
11. (mor MRAR Vd, D OO VO, DSV, 360 
VG, DV, DHEK, DPV, 006V(0, D, 
12. spi Steinberg 公式 导出 以 下 事实 ， 那 就 是 ， 使 得 VO) 会 
HAB V(ADOV OG!) 的 分 量 的 仅 有 的 Ac M 就 是 那些 形 如 上 十 
A" BE, Eie ETU) WRAAE e HA 都 是 制 轩 的 ， 讷 由 
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灵 题 9 亲 出 以 下 事实 ， 那 就 是 VC4 十 加 ) 会 出 现在 张 量 禹 中， 其 出 现 
的 次 数 是 mxCy)。 就 利用 吉 些 事实 对 於 A, 型 的 情形 分 解 VV(1, 3)@ 
V(4,4) (BE (22. 4) 的 例 1 )。 


附 


ej 


Weyl BSESGE E SHAERURISSRCESE ERUELO: H, Freudenthal 设计 了 
一 个 较 具 代数 性 的 简明 CISBIUPIEBIEE): 2# Freudeuthal-deVries (1), 
Jacobson [1], Samelson (1J, 3636093864 7J 2618 Verma (1) WAR 
MEES Bernstein, Gelfand, Gel'fand (1], ÆJ} Kostant 公式 的 原 
KRE (BAXO 可 参考 Kostant [1] Cartier [1] 有 一 些 较 简单 的 广 解 。 
Steinberg 的 公式 是 由 Steinberg (1) 尊 出 的 。 A89 HPH LARRE 
禾 之 事 是 由 Klimyk (1) 提出 的 ， 它 是 基 於 Braner 及 Weyl 的 古老 工作 。 
iE 12 JÉD.N. Vema 提供 给 作者 的 。 
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训 号 逮 是 跟前 面 并 章 的 一 样 。 工 是 一 个 作 基 特征 数 需 0 的 代数 圭 
并 朵 上 的 中 单 李 代数 ， 且 是 一 个 CS4, @ 是 一 根系 。 

在 过 一 章 中 我 们 将 看 到 如 何 建构 一 个 伟 於 马上 的 工 及 它 的 旗 狗 才 
现 , 其 可 能 性 多 少 是 跟 志 的 古典 的 情形 一 样 的 显然 。 我 们 所 得 的 烙 果 事 
实 上 可 超过 党 些 ， 我 们 能 浴 一 步 建构 人 从 任何 幅 上 的 “Chevalley” 居 
跟 泛 些 邓 的 才 现 。 浊 是 一 个 大 的 课题 而 我 们 仅 能 答 读者 做 一 个 引 介 。 


25. L 的 Chevalley 基底 


25.1. i& 对 


在 Q5. 2) 中 我 们 将 性 明志 有 一 和 组 基底 使 得 结构 常数 都 是 整数 。 
不 过 首先 我 们 将 就 根 对 a, B, 其 中 a + B 也 是 一 个 根 ， 以 及 等 式 
[zu Tp] 二 CapXatp 建立 一 些 事实 。 以 下 的 命题 只 与 根系 中 有关 GR 
工 无 关 。) 

命题 4a. B 是 缚 性 无 关 的 根 ， 有 一 ?a,……, p, nnn ， B +qa 
EIA Pei LU 
(a) <B8,a>=+-—q, 
(b) 在 此 根 链 中 最 多 出 现 两 种 根 长 。 


(O ”和 如果 a 十 heg， 则 7 十 1 一生 站， 


E (a) 过 已 在 (9 4) 中 妊 明 过 了 。 (同时 在 命题 8. 4(e》 中 
[ 215] 


216 — ZEILE BUS 7 385] 


Eh s1(C2,F》 的 表现 理论 也 证 明了 过 件 事 》 

(b) =(ZatZHND Eha, 6 生成 的 子 空间 EE 中 ) 是 一 租 
根系 其 秩 需 2 : 参考 加 题 9. 7。 如 果 O 是 可 锡 的 ， 则 它 必 是 Ax 
A, W, B) '= 1 ta, 十 ， 因 而 没有 任何 需要 长 明 的 事 。 如 果 D 
EPH, D= A, B, 或 G, 故 得 证 〈 另 一 个 方式 是 利用 引 理 10.4 
C. 

(ç) 二 只 要 亢 查 所 有 和 铁 篇 2 HUBURSEBETERUREEI (AEL). A 
而 ， 以 下 的 交 何 论 访 在 一 般 情形 下 都 是 有 效 。 首 先 我 们 由 《a) 得 : 

(r+-1)— aate p= = q+ 2(B, a) 4a) L 1 qCa-F- B. z+ B) 


(a, a) (B, B) 
—2 o) | 1 4(e,e) _ 24(e, B) 
(a, a) (B — (& 5 


Qa 
=(<h, az Xy (1- 468 22- 站 y 

RIP A UE OU AE SRI 2 DURS ABRE B. RADARER PI i 
i0, i8 XNBULN a, B ERIT AE NRI 89, 所 以 分 成 十 种 情形 的 
讨论 : 

(i): (02, P) RE <P a><] <a B>], Bee. 
6 是 独立 的 ， 由 (9. 4) 我 们 知道 <£, a><a, 87 —0,1,2, 3, 
不 等 式 使 得 二 6, a 二 二 一 1,0， 或 1。 在 第 一 种 情形 下 ，4 二 0 故 得 
8E, TB, (5,002 0， 所 以 《Bb 十 a, B 十 a) RH CB, B) 及 Co, a) 

因 篇 a 十 PE，(b) H (o, 0)—(8, 8)。 同 理 ，(B 十 2a, 8 十 
2a)>(8+e, hb 十 a)， 所 以 《b) ER B--2a& 0, Bg 二 1， 汪 使 得 
B=0, 

Gi: (Qe a) 二 (86, B, BWE Ca+B,a+BÜB)=(CÇa,a) m CE, P 
(由 (b) ， 任 何 一 年 情形 都 使 得 (a, 及 < 0 (因此 <a, B2-—0), 
依 此 ，(B 一 a, B—a) > (&,B) > (aa)， 所 以 B 一 a & o (再 应 用 
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(b) , Bl r= 0, WÀ], <a,Bp><B8,a>=0,1,2, 53, PRE 
此 我 们 有 |<a,8>|<|<B8,a>] 过 使 得 <a, 6>= 一 10 ml, 
然而 我 们 知道 <a, 二 二 0， 所 以 <a, pb> = 一 1。 由 (a) q= 


— <b a> _ (8, 8) = 0 
<p.o> = 全 oa， 因此 刀 = 0, 


25.2. Chevalley 基底 的 存在 性 


BE Qa, B SALAR, BR +€ L, cr Q€L s 使 得 (xara 
=h, ÉRA ZsELs BIEN. BEME B 一 ra, ……, B qa 是 
通过 6 的 w Bh, RER: altt =t re (SHA h, 的 定 
闵 可 参 考 命题 8. 3) 。 

E duRa-- Beo, Mg-OWH [zaxp]= 0， 所 以 上 面 
的 等 式 的 两 端 都 是 0。 一 般 说 来 ， 我 们 能 够 在 L 上 展示 S,C=slG2, 
F)) 的 正则 表现 过 正和 我 们 在 (22. 2) 中 篇 任 意 麦 现 所 做 的 情形 一 
样 。 序 由 zs 生成 的 S。 子 模 其 站 数 是 ?7 十 4 十 1 GB Ea BIA 
的 根 的 个 数 ) ， 最 高 权 是 7 十 4 。 依 引 理 7.2 WER, ca 是 vs 的 

(EX EM WBJE3EBODBEEML ad. ed_。 之 后 ， 其 千 果 是 对 v. 
(因此 也 对 m2) RA OHD 

命题 我 们 可 以 兆 了 到 根 向 量 z L, (aco) WE: 

(2) [zaz_ 四 一 本 

(b) 如 果 a, 8,a 十 6pE@,[zozp 扑 一 ceptetp 则 cop 一 一 Ce o 
NHSEHESUDIU IERI RE, BERE capCa, B, a 十 BE@) 自动 地 满足 : 

(o) cs Gr Det EB, 其 中 6 一 ra e, B+ qa 是 
B A 9 a B 

Eu AZAM 14. 3 知 工 有 一 自 同 构 o,o? 二 1 ， 它 将 L, BE 
L.(«cQ) 而 且 在 严 上 的 作用 眼科 以 常数 一 1 是 一 样 的 。 针 放任 何 


28 — ZEQNHERCAEBLPE RR 2 5 | 
ER zeEZuz_ = 一 oza)E < CEFR, MH z (za z_.)# 0 
(Ck 是 Kiling 形式 ) 。 以 cz, 取代 XaCCEF) B z (cz, czr_,)= 
C(xas z_a)。 BE F 是 代数 封 阴 的 所 以 只 要 调整 z, RRT 
ks, a) BMERISUERJERHE, RIRE (ma, zx_o)= 一 和 ~。 根 


(a, a) 

据 命 题 S.S), ERE rara) h=} SH Hit 
{a, 一 9}， 我 们 固定 过 样 的 一 个 潜 择 (xa, m 4), 所 以 (a) 就 得 证 。 

现在 令 a, p,a +PEP, PA [XaXp] 二 CapXatps Ca SF, dU 
c 磨 用 在 此 等 式 上 ， 我 们 得 C xus 一 xX_8] 二 一 CapX-a-p9。 他 方面 ， 
CX. a, X B]-—C.a-BX a-B, BEA CDD 就 得 年 。 

EREME (a), (b) BuU EL 4, CERRDA TOES a, B, a 
十 Bem (HI, am B, Wk 如 VR ts (参考 (8.2), EW 
HE) o BB fs—iertis 所 以 由 (a) 得 [capZat8, CapZ_a-8] 


— 2 — 2c. 02 sa- ^ 
Pap hasp TO B erp IP. 他 方面 ，〈b) 使 得 堪 端 也 等 论 


—[xaza)Ux ac. 21] = — LEak teltat} + Ue ra t z aD) 
一 [zc xgÜx px.233]-- (xgUre(x 23.911), 邻 通 过 a 的 B 链 是 
a oc gh p, eee ，a 十 4g'P。 划 以 上 的 引 理 可 以 万 用 到 每 一 项 EM 
—a— B 取代 a, 8 之 后 ， 过 不 会 影响 1.0, 77.07) RE CHD 
Crap ta rt Dra pE EED p p ALE tee HRE 
ICDRERGB ECTUOUSDISDREE, WEHR (a RR ta REALA R dX 
FIE CO. 

HERF AX L fy Chevalley 基底 。 到 全 定义 是 任何 基底 {Zo 
acQ;h,l«i«l) 其 中 z, 满足 前 一 命题 的 〈a), b), ME h,=h, 
其 中 am A s s nh 四 的 二 组 基底 。 | 


定理 (Chevalley) 4 (z, aED; h, 1-1) 篇 ZL 的 一 组 Che- 
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valley 基底 。 则 所 得 的 精 构 常数 都 是 整数 。 更 正确 的 说 法 是 : 

(a) (hi2 0, 1i, jl, 

(b) (A, x,]— <a, 4; >a LLI Ll aED, 

CC) (za zo] 二 ha 是 h, eee, hi 的 一 个 加 糠 性 租 合 。 

(d) 如果 a, B 是 独立 根 ， 6 一 ra,……, B+ qa GB B i a 
jh, Rig = 0 时 ， [zu xp] 二 0， 同时 如 果 aj B CO, RI [zu 
Zp8] 一 士 (7 十 1)Za+rp。 

ËB (a) 是 显然 的 ， 同 时 (b) 可 由 a(h)=<e,a> 过 一 事实 
WB. m Co), ARIA = PRIRA 以 A” 
=e," a} BERE (如 题 10. 1) , HER H* 在 Killing 形式 
TRR, ME L 对 应 w,j SE av, BB wy NERA 
性 租 合 ， 所 以 每 一 h, hse], IS BL GRE A. RE, H 
前 一 命题 的 〈c) 跟 定理 25.1 By (c) 的 组 合 就 得 到 (d)。 

对 读者 来 说 ， 也 许 会 觉得 很 奇怪 ， 因 篇 在 我 们 的 Chevalley 基底 
的 定义 中 我 们 宁可 要 求 c= c ass 而 不 是 csp 二 cm _p。 然而 
浊 个 反对 称 是 显然 的 ， 答 定 命题 的 条件 〈a)， 我 们 能 够 在 熟 生 的 利用 
Jacobi 怖 等 式 之 下 证 明 cac a= 一 CY 十 1)*， 它 使 得 定理 的 条件 
(d) 不 能 成 立 除非 我 们 也 有 命题 的 条件 (b), GEE Chevalley 的 原 
KARIR. ) SAHEN NAE E (1. 2) rp BH RU s D BU s e t 
党 的 修正 之 后 就 可 得 到 Chevalley 基底 (HE2), Chevalley 定理 
的 特性 是 对 Chevalley 基底 的 存在 性 提供 一 个 均匀 的 芒 明 ， 同时 特 
别 指出 竺 构 常 数 是 如 何 地 从 根系 中 产生 出 来 。 


25. 3. 唯一 性 的 霹 题 


Chevalley 基底 的 唯一 性 能 做 到 怎样 的 程度 ? 一 旦 人 是 固定 的 。 
则 h; 是 完全 地 沃 定 了 。 他 方面 ， 我 们 对 z, MERIAM ERR 


220 ” 李 代 数 与 表现 理论 之 尊 引 
ERRER EMR, A »Co)xa 取代 Tala), R A)T 7C 
—a)r.]-17C(a4)y(—e)h«, 所 以 我 们 必须 要 求 (G59Ca2m(—a)= 1 
才能 满足 命题 25.2 的 人 条件 〈a)。 如 果 a, B, a--Beo, RI Co) 
»C£)z21—Co»CB)Uxa, zaJ= capp Co nCB)zasa- Cas Nla tP) Late, 


在 此 ca e PCI, gy TRIER 25.2 的 《b)， 利 用 C, 


BLELECISEHREGERI T RUPTA cay o ILO, gu, W 
ag (Ox CO» (B) 二 ?Ca 十 B) 。 反 之 ， 任 何 西数 7:@ 一 > 了 如 
会 满足 O PR CO 就 都 能够 用 来 调整 z, EUR, 

天 共 正 负 号 的 问题 是 一 个 比较 和 蒜 的 问题 。 我 们 有 [zat] 二 二 
Cr 十 Dzuke (e, B, a 十 B®), 但 是 在 用 来 建立 温 个 等 式 的 计 论 中 ,对 


FARUERYKETK. ETERA HR, HARADHAN 


0 0 1 00 —1 
slQ,F) PEDRO 0 J 或 (o 0 0 s Chevalley 基底 的 
.0 0 O .0 0 0 


一 部 分 是 都 可 以 的 ; XCEDETEPIRE HSE h (eH: 8 F. 
我 们 也 确实 有 一 个 仅 知 道中 就 能 对 符号 做 一 致 的 选取 的 方法 ， 而 道 方 
法 也 复出 同 构 定理 (14. 2, 18. 4) Ha- MAREMA). 
WE BEI — HBD EE HERE T 40, RIE RK o 的 存在 性 是 独立 地 
建立 起 来 ! 

在 此 我 倍 输 以 一 广 解 ， 那 就 是 我 们 也 能 够 既 由 乘法 才 的 建构 然后 
THAI Jacobi 优等 式 的 方式 荐 明 工 的 存在 性 (18. 4)。Tits SEE 
温 样 的 一 个 证 明 (看 以 下 的 附 社 ); 路 然 过 种 王 明 在 本 质 上 是 基本 的 ， 
但 是 它 眼 Serre 定理 〈18. 4) 的 证 明 比 起 来 是 太 长 了 一 些 。 


25.4. 简化 成 质数 钵 


工 中 的 Chevalley 基底 (z,, h} 的 衍生 物 LOL) 是 工 中 的 一 个 
阁 子 ， 它 跟 入 的 选取 和 无 并。 在 承 慢 工 的 括 弧 运 算 下 它 项 而 是 做 於 忆 上 
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的 一 个 李 代 数 在 显然 的 意 球 之 下 ) 。 注 意 ， 定 理 25.2 PRESE T SET 
kk. An 了 Fs 二 Z/pZ 是 一 个 质数 体 而 其 特征 数 是 p， 则 可 定 闵 张 量 
乘积 LO) —LODGEs LO, js F, 上 的 一 个 向 量 空间 ， 以 
(x4 691, 1,691) BERE. TEM, L PARRE LOE) 上 
引出 一 个 自然 李 代数 结构 。 悉 法 麦 在 实质 上 是 与 定理 25.2 HARR 
一 个 一 样 ， 只 是 将 整数 化 成 取 模 力 的 整数 。 

WERKE F, HEREN LCK) 二 L(Fp)@ ,KK 二 L(Z)@zK 同 时 
GET LOH) 的 基底 跟 李 代数 精 构 。 在 此 方式 下 ， 我 们 圣 G, K) 
结合 着 一 个 做 於 上 的 李 代 数 ， 它 的 业 构 跟 工 的 结构 是 一 样 的 。 我 们 
称 L(K) 是 一 Chevalley 李 代 数 。 即 使 LOZ) 是 决定 於 根 向 量 Ta 
HER RAABAN CHER OD 它 的 定义 在 同 构 的 天 保 下 〔 仿 於 Z 
L) 是 只 由 上 决定 的 ; 网 理 ， 代 数 LCOK) CHISE F) RARER (LE) 
而 已 。 

篇 了 说 明道 些 ， 我 们 考虑 L-sI(LEL,E), WA LOO, ， 有 一 
个 乘法 表 正 好 跟 sICL-Ll, K) 关於 标准 基底 的 乘法 卖 是 一 样 的 。 所 以 
L(K)msl(--1,K), 。 在 由 F 转变 成 K 时 ， 唯一 鞭 的 会 改 释 的 是 
LK) 可 能 不 再 是 单纯 了 : 在 此 ， 一旦 charK RE 1 十 1 Ry LCE) 
就 有 一 雁 的 中 心 ， 它 是 由 者 量 矩 阵 租 成 的 ( 容 考 因 题 2-3 跟 以 下 的 名 
题 8) 。 


25.5.  (EHJED Chévaly 要 的 建构 


fH, Aach, mEZt, W (adz.)”/m1 保持 LC) 238, 

ES] RER Chevalley 基底 的 每 一 元 素 都 被 迭 回 LZ) 就 足 
够 了 。 我 们 有 (adz.)(h) = (z,hJ=—<a,a >z € LOL), gu 
(adz,)"/m|(h,)— 0 对 所 有 的 m2>2 EREM. WE, (adra) 
(£h), (adta)! (1-4) d Ursi] — 2 LL) 而 且 
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(HE a = 0 对 所 有 的 加 >> 3 成立 。 当然， Rr y 0 
m 1 是 成 立 的 。 — x xp, Ba, 
如 果 一 fw,……，B 十 4a RGB 6 的 a 98, RER Bra, BH 
2a, s B 十 qa 庄 根 扮演 7? 的 角色 的 整数 分 别 是 y + 1, 7 4-2, es 
7 十 4。 所 以 ， 
ee 
0, WE B --mac o 

FRICEREE MESI tB ” L), 所 以 右 端 是 rat 的 一 个 整数 
Ë, 

此 命题 有 以 下 的 重要 意义 。 在 正则 表现 下 ， 工 是 工 的 一 个 模 ， 而 
B LO) 是 工 中 的 一 个 格子 其 在 自 同 裔 (edzxa)”/m! 的 作用 下 保持 
TREE, 因而 也 在 exp adz,= 1 十 CCLae 十 (CCTZo)2/21 十 …… CASS 
adta RRR, BU SIR GU) KIEA TERET MI Chev- 
alley A], IntL— G 能 够 看 成 是 怎 障 价 。 由 一 切 的 exp adcz,(aG 
D, CEZ) 生成 的 子 价 保持 L 不 钢 ， 因 此 是 由 整体 数 的 甜 障 〈 行 列 式 
篇 1 ) 所 和 组 成 的 。 特 别 ， 如 果 尹 是 一 质数 ，Fs E p ATHARE, 
则 将 怎 阵 的 全 体 元 素 取 模 力 就 得 做 於 Fo ERG EURMESUETE TERR 
代数 LCFs) FADE TBB SE, RA GO 

更 一 般 地 ， 今 全 需 一 未 知 数 由 所 有 的 exp adTz (ac) 生成 
的 矩阵 侍 包 含 所 有 的 撼 阵 其 元 素 是 落 在 ZCT) Hh GEL TUS 1) 
BIDUESURT A) Fs 的 任 一 个 扩张 呆 K 中 的 元 素 就 得 到 一 个 做 於 K 
二 的 一 个 矩阵 大 GCK)。 浑 样 的 一 个 众 就 叶 ( 正 其 型 的 )Chevalley 3, 
X 民 是 有 限时 ， 震 也 是 有 限 的 而 且 〈 除 了 一 些 特 例 之 外 ) 是 单 秀 的 ; 
由 长 中 明 了 过 一 件 事 使 得 Chevalley 能 够 办 出 一 些 以 前 所 未 见 到 的 有 
EHR. 
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Z HH 


L RER 2 的 根系 的 调查 流明 命题 25. 1(c)。 [注意 ， 可 以 
假定 w 或 6 是 单纯 的 。] 

2， 如 何 修正 (1. 2) 中 所 列 的 古典 代数 的 基底 使 得 我 们 能 够 获得 
Chevalley 基底 ?” (EE EB 14.7, J 

3， 就 利用 命题 25.2 DUE ELIGE] ER. 9. 10 的 主张。 

4， 如 果 在 中 的 每 一 分 量 中 只 有 -箱根 长 出 现 〈 即 中 有 4 ， D, E 
AÜIMUELEUZHBO , REEM 25.2 中 所 有 的 Cap CH a, B at 
Beo), 

5. RAZREDE LM Chevalley 基底 的 取 法 有 所 不 同 ， 所 得 的 李 代 
数 L) 在 2 上 都 是 同 构 的 。 C 「 在 马上 是 同 构 」 的 意思 是 眼 钵 上 的 
同 构 一 样 的 。) 

6. Bi B, MØRE Aa, B, a+ p, 284a ERER 

武 验证 以 下 的 等 式 正好 是 由 Chevalley EMNER CEN, 
符号 土 是 一 致 的 ) : 


Che, za)=2<xə Ctp, Xa) — Tatt 
[hs, Zao]=- —2Xa [Xp, Xa48]— 2X5 84a 
[hg, za] 0 LEa, X.2.9]— —2Z.a 


Chp, Zap+e] 一 272pHae [Za L-28-a]=— T ap 


Cha, zaJ= — Xa Xa, L-ap] =Le 
Ches xej= Rza [Xatp, Z-28-a] 一 2_8 
Ut, Lap) = Tath Uto, Z)84a4]— 0 。 


7. 4F—C, E L 的 一 组 Chevalley $E, MES Z 是 在 
区 中 由 元 素 /— 1 h, (1I<;<D, ta— ta K y — L (Tatta) (a € 
Q^) EBBSR-FZED). SAEOGBISCUXOPE L th] C 上 的 一 组 基底 ( 
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MALS 而 且 L 在 括 弧 的 运算 下 是 封 天 的 (所 以 L 是 做 
JR 上 的 一 个 李 代 数 ) 。 斌 证 L' 的 Killing 形式 s 正好 是 < 在 
L 上 的 限制 而 且 x 是 负 定向 的 。 ZL’ E L 的 一 个 聚 和 被 实 形 ， 它 跟 
—lB BEER HRS A. ) 

8. 4& L-sI(--L,F), 而 且 K tek p HERE, NUR A 
1 十 1， 则 LCK) 是 单纯 的 。 如 果 b—2.1—1, Bj LOK) 是 可 
解 的 。 如 果 1 1, 力 [7 十 1， 则 RadL(K)=Z(L(K)) PAME AH 
租 成 的 。 

9. RES A, 型 的 二 ， 其 所 得 的 正则 型 的 Chevalley Z GE) 
B PSL(I+1,K)=SL(I+1,K) 纯 量 乍 阵 是 同 构 ， 其 中 姜 量 是 1 在 
K 中 的 第 ! 十 1 次 根 。 

10， 兮 工 是 G,?H, K 是 特征 WE, RE LOK) 有 7 条 理想 
M (参考 短 根 ) 。 试 描述 LCK) 在 L(K)/M EWKA. 

1l. Chevalley € GCK) 在 L(K) 上 的 作用 跟 李 代数 的 自 同 构 
孝 一 样 。 

12， 在 〈19. 3) 中 所 列 出 的 G， 基 底 是 否 是 一 组 Chevalley 基 


底 。 
附 = 
过 一 季 的 主要 构想 都 是 由 Chevalley 的 书 报 讨论 的 文章 [3] 发 展 出 来 
的 。 我 们 的 不 理 方式 是 探 用 Steinberg 的 笔记 【2]， 它 是 有 关 Chevalley €& 
的 种 种 资料 的 最 好 来 源 。Carter [1], Curtis (1) SUEBUSUETUTIUKER 


Samelson [1], p. 54, €jChevalley 3E EE 89 f£ 5988938 UJ HB m. Tists1] 
CH—ÍEDEPSRPRARUSESE CODES) 的 研 计 而 建立 的 定理 。 
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26. Kostant 定理 


L, H, ©, A 如 前 。 也 固定 世 的 一 组 Chevalley 基底 (x4, aco, 
h,,1<i<1), 

伪 了 要 造 跟 工 的 任意 表现 (PREEN) WRA WEHRZ 
故 ， 我 们 必须 在 COD 的 内 部 努力 一 番 。 主要 的 构想 是 要 在 任意 《 
ARE) BJ L 模 中 造 一 个 跟 LOD 类似 的 格子 ， 使 它 在 所 有 的 自 同 
熟 pCz。)”/m! 作用 下 保持 不 炙 。 浊 样 的 建构 将 会 利用 Z) 的 一 
个 [ 包 形 1 ， 车 果 它 正好 是 在 VLP h 1 跟 所 有 的 Xa”/m!(aE@DC 
A BT 


26.1. 一 个 粗 合 引 悍 


我 们 知道 二 项 式 傈 数 ( 基 ADLE, pue 
何 交换 且 千 合 的 了 代数 〈 具 么 元 ) 的 一 个 元 素 < 取 代 %* 则 所 得 的 式 于 


这 是 有 意 闵 而 且 能 够 记 角 (多) keZt。 对 从 大 家 熟悉 的 二 项 式 民 等 式 
c (*1!)-(£)«(, * , pt, water menn. tt 
常 一 楼 ， 当 上 是 负数 时 ，( 基 8880, ms(o)- 1. 

8 d Toes T, 是 不 定 的 ， 而 且 例 了 二 (TI,……,T)) 是 
WRP ES RASEN EE (moon neZ Be fCin n) 

B TVT: T, 

ez, RAE AG) (D^) 的 一 个 整 傈 数 知性 相合， 其 
中 b ss bp EZH 而 且 bi RAES ERE T, WAAR) 的 
AB, 

Hg) 首先 座 注 意 的 一 件 事 就 是 引 理 的 畦 论 是 合理 的 ， 因 般 党 
T, 被 一 整数 取代 时 
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:! 


砍 实 是 一 整数 。 同时 也 注意 一 下 ， 上 面 所 指 的 多 项 式 构成 FT. 
… TD 的 一 组 了 基底 。 

我 们 将 外 区 法 用 在 ! 及 了 的 T, 的 大 数 上 。 如 果 了 是 一 个 常 多 项 
式 ， 它 必 是 1 一 ( 0[) 的 一 个 整数 倍 ， 所 以 没什么 好 访 明 的 。 一 般 ， 包 


fef). Ph rE fo T, 的 次 数 而 且 


Fay s TI SF(T,, s TL, BRE SUITISRASSRUURE 
WA Tm 代替 T, ERRERA DLERUSRXD C0 访 明 右 端 等 於 


Efe Te VP.) mie sve f tm 


KER BIEBER EOSDLTU SCRI T ( yy )= 1 
HARER 0, (T7, ) 是 FLOS es TL WRR RE f, W 
足 f RUBER CEHE Z LIRR ， 但 它 的 变数 的 个 数 比 f 的 
p- BEBE, ,能够 表 成 所 要 的 形式 。 不 仅 如 此 ， 了 一 
fs s Ti (小 满足 f 的 原来 假设 ， 但 其 T, flc rns A 
MERERI BERND Ae BR SE UE, 


26.2. 特别 情形 s1(2, F) 


在 过 一 小 节 中 我 们 考虑 特别 情形 L-—slQ,F) 及 其 标准 CChe- 
valley) Èr, y, h. 以 下 的 引 理 及 系 等 於是 Kostant 的 定理 的 特 
别 情 还; 过 将 在 以 下 用 来 求 得 一 般 情形 。 

5E nia, c Ezt, WE Z 中 我 们 有 : 


LEY? MIRE) YI (^ —a—c HS zh 
cla! o  (a—k)! k (c—k)! ° 
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wa 如 果 & 二 0 或 c=0， AR CAS US) Bl 
a= c=1, YAR zy=yz+ h m o; —H R 
[534 a, c HRPA KES col, WBS a MARRA 


=I yo X5 zy X7 
a! (a—l)! a (a—1)! a (a—2)! 


(h—a-4-2)2- 
a 
Lx yt yh 2971 
^ 4| a 4(4—2))  &«(4—3)| 


ui + i-i i Gs CR D) 
(hi—a4-D, 
ENR. RDRDERUROON c 用 明黄 法 ， 立 得 引 理 。 
* wien (emt vL) 的 一 个 子 环 中 ， 此 子 束 是 由 
Z 及 Z ER Ca ce), 
EB nb 二 0 划 和 结果 是 显然 的 ， 所 以 我 们 可 对 b MR Tes] 


理 中 ， 取 4 = c=, MARERE) yT (72029) 
ox 


ciu TERE ZG) tiet, ECD, SAR 
(T-P) CT 是 一 不 定数 ) 显然 在 整数 上 取 整数 值 ， 所 以 引 理 
26. 1 允许 我 们 将 此 多 项 式 写成 多 项 式 (5), 其 中 7 ACD, toil 
傈 数 拓 性 组 合 。 出 耻 旨 法 假 届 我 们 知 每 一 ( 7 JERE) 中 指定 的 
Tub, Bio ) 也 落 在 所 指定 的 子 届 中 。 
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26.3. 关於 交换 的 引 理 


现在 我 们 回 到 一 般 的 情形 。 角 然 对 从 每 一 a Qp, —HNTAUK 
S, 的 标准 基底 可 以 取 垮 二 的 Chevalley 基底 的 一 部 分 ，(26. 2) fii 
果 可 自由 地 应 用 到 只 牵涉 上 a 的 情形 。 现 在 主要 的 阅 题 是 处 理 牧 性 独 
立根 对 。 | s 

引 理 4 A V.WISLEUS A.B BABO T2, 如 果 A, BE 
所 有 的 自 同 多 -Caeo@, IEL ISIERTIREEIRBIS, RIABBCY 
eV. 0 | 

E JEDBHE— F, Ta (009w)— z, VOWHIRQT Ww, TH 
FARNA, AMEN 

x voie. La E . w) 


Ze (ogu) = S GLI 


ARICA we B, RSS NRI AG Bh, 

K o4 L(Z) (如 (25.4)) R L BER Chevalley 基底 的 了 
MENAWA RES aED, rez Ci Re LODRL 
(DDL) RA, 

Ey ”利用 命题 25. 5 与 引 理 。 

AUR OB HT, MRa, B € F, a -Beo$spista- 
Ber, RM VASE. DHH: D; D+; [ia 十 78| 20:0, B T 
ERRAN) HE. 
| BIEB AVE HN, X TO—U—$. 431 CL) 
中 由 所 有 的 ze/i1CaE IEL) AERUURER GRAE) , BUS 
的 任何 辐 定 的 灰 序 ， 所 有 的 乘积 下 ET (以 所 栓 定 的 次 序 富 成 的 ) 组 


成 的 集合 形成 Z 模 关 的 一 租 基 底 。 
证 明 WEAR, L. (aE) 生成 上 的 一 个 子 代数 X; 将 PBW 定 理 
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应 用 於 ZCX 上 ， 就 访 明 上 面 所 指 的 乘积 雄 实 形成 交 的 一 租 信 於 下 
上 的 基底 。 所 以 只 要 长 明 所 有 的 傈 数 都 落 在 2 中 就 足够 了 。 厅 我 们 称 


X t T ZEWA WMR EX RME, Hr cT 


KALE WD, Jürh0O > cC FT B JBI + (= SLO 次 项 

所 包括 的 数列 与 《……i。……) REA. AEX (起 由 正则 表现 ) 作用 

KLG---9L CHB) 上 。 特 别 ， 我 们 看 看 + (Ta Q G2) 
uw 


QLB Xa. B, ...... e), 过 个 元 来 落 在 及 @ ee @ 
t 

五 的 成 分 Qus) PBX 基底 ) 到 底 是 什么 ? 由 检视 x 中 的 第 一 

A, eru, 4 DG Tis GI) Qs TS 
I g E . 

+ 中 的 其 他 项 本 二 人 “中 用 从 以 上 的 元 素 得 不 到 在 及 @ — GHI 

成 分 ; SESI Ap (X"cXh), RERA Yu, Yt, 

但 是 因子 分 配 不 党 。 

SEE ARREA t Ris LCZ)@……@L(Z) CB) Z, 
不 仅 如 此 ，LCZ》 是 与 人 的 选择 无 关 ， 所 以 我 们 可 以 假定 < Cir 
的 第 一 个 元 素 ) EMW. P hs 8 是 单 的 ) 形成 自由 ZE HZ) 
=L(Z)NH 的 一 租 基 底 ， 所 以 他 们 的 各 箱 张 量 积 否 成 自由 Z AH 
(2)9---GH() 的 一 组 基底 ， 他 方面 ， 我 们 刚刚 已 芒 明 。 c (Cha 
QOO) 2e HOD HC RE 
c SZ 是 显然 的 。 BETIM c Me c TT 如 而 且 对 z— eT He 
XERKA, NURSES SEAT MEN. | 

BTHE, E WO) PARMRLRZ (t 7) G,kez, 


(EID BIEHURR IRR, EABURABRORÉD AEN 了 的 和 


BEC Sa, BEO, kıme, gj ZE Zé 是 Zé m 
m! k! k! m! 
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以 及 其 他 次 数 小 然 上 十 mm 的 单项 式 的 整 你 数 乏 性 组 合 。 

E 如 果 “ = 就 无 脾 荐 明了 。 如 果 a 二 一 8 则 由 引 理 26.2 
BE Rh <, B 是 独立 的 而 我 们 就 能 够 将 引 理 8 诡 用 到 形 如 ia 十 
jBG, j 之 0) 的 根 集 上 ， 将 所 给 的 单项 式 写成 Do 以 及 其 他 音 
项 式 的 整 集 数 穆 性 租 合 。 现 在 只 剩 下 菠 明 其 他 的 单项 式 的 次 数 是 一 才 
十 就 可 以 了 。 但 是 PBW 定理 (17. DEREZ F= == ze 
十 《PBW 基 底 元 数 的 下 粽 性 组合 其 次 数 二 十) 。 色 然 我 们 是 利用 
PBW 基底 (或 是 其 纯 量 倍 )， 苯 明 完成 。 

BIED 4a, 68Eg@, f(T)CFCT) (了 T 是 一 不 定数 ) 。 旭 对 所 
有 的 有 EDt, atf Uh) fug — kaChs)) rat 。 

Bsp 依 综 性 只 要 这 明 当 f E. T" BJRkS ES RSERIDA T: 所 以 
IS 3ESESEERE: zz m—(ha—ka(hay)"z,t 。 如 果 p = 0M 
= 0 NERAN. BENLE m HEME ME k—=m= 1 ， 我 们 
有 Xahp 二 hpTa 一 aChg)Ta = (ha—a(hg))r. 正如 所 求 。 一 般 ， 先 对 
MEN b > 1 用 入 狂 法 得 xathp" 二 (zathe”-Dhs 二 Cha 一 kaCha))” 
Cxatha)=Cha— ha Cg) Y" Cha— haChg)) za 。 


26.4. Kostant 的 定理 的 证 明 


固定 ot 的 菜 一 次 序 。 以 A=(a,, Mts , la) B=(b, ...... 3 b) 


f — Ta 1 Lan m 
A= ees 
9,1 ln! 
h =(%) ...... (5) 
B b, : b, E 
Nu Za, T Lap ™ 
E= r° 
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注意 请 hs 形成 UCH) WAF 上 的 一 棚 基底 :实质 上 ， 过 已 在 
(26.1) 中 解释 过 了 。 将 过 智 果 跟 PBW 定理 租 合 起 来 就 基 明 了 fa 
jp'ec 诸 元 素 形成 KCL) 的 一 组 F 基底 。 
an EA (Kostant) 今 YCL) 是 在 UCL) 中 由 所 有 的 asta 
EDIE ERTE ARAT). APEE U) 中 的 格子 
其 多 基 底 是 由 所 有 的 f hoec ARH M 2#=%CD: 。 

Hus EREMA, 前 面 的 片 片断 断 的 工作 。 首先 由 引 理 26.2 
HR (y )ew os. 所 以 ICU 

BCHWIBU SL S REREREDI, HAKEA CERIS. 3)) 衍生 
HO wor, BIDLBUMABGEUSRINORGUUES Z 中 就 可 以 了 。 
坑 此 ， 我 们 利用 数学 电机 法 。 浆 数 0 的 单项 式 只 包括 形式 如 (“ 太 7 ) 
的 因子 ， 因 而 由 引 理 26. ARREZ h, BR, (26.3) 的 引 理 
C 跟 也 《以 及 耻 策 法 假 坑 ) 允许 我 们 将 一 单项 式 写成 其 他 的 单项 式 的 
整体 数 入 性 租 合 ， 肖 些 昌 项 式 的 因子 包括 Ta ha 以 及 zo aco 
而 且 是 以 一 特定 的 次序 排列 的 恒等式 也 ah" he 
更 进一步 保 促 每 一 zs 在 每 一 所 得 的 单项 式 中 至 多 只 出 现在 其 中 的 一 
项 中 。 现 在 引 理 26.1 跟 (26. 3) 的 引 至 刀 使 我 们 完成 整个 证 明 。 


zs = 

l. 4L-sIQ,E), A VCm) 如 C.2) 中 所 造 的 是 属 从 最 高 

HE m MEER L SERIE, (yn sos) 储 其 基底 。 试 住 过 组 基底 的 

整 傈 数 烷 竹 粗 合 之 全 体 在 VD 的 作用 下 保持 不 锯 。 Ae (WaW, 

,wm) 是 VCm) 在 Q2.2) 中 所 用 的 基底 。 SXUES8 o, WER 
数 糠 性 组 合 之 全 体 在 VOL), WEA FAETS REOR, 

2. 41€ A*CH* 需 一 制 园 整 神 性 画 数 ， 而 且 回 届 (20. 3) 的 

EZO BRERGRERV Q) — ZQ/Y Q), h Kostant [定理 ， 我 能 澄明 
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VOD 的 一 个 机 的 重复 数 可 以 有 效 的 计算 如 下 ; 如 果 v* 是 ZQ) 的 
一 个 极 大 向 量 ， 则 (Sant Erami) 形成 4 在 ZG) 中 的 权 空 
间 的 一 租 下 基底 。 (参考 (24. 1) 的 引 理 D) 。 由 此 ， 如 果 二 coi= 
Xem B| ecfa' 呈 是 hcavt， 其 中 nc. Z, ER d x d 整数 
AB (nc (d = Æ ZA) 的 重复 数 ) ， 它 的 秩 二 [mx(1)。 G 
X EB 20. 9)。 不 仅 如 此 ， 一 旦 Chevalley 基底 车 构 常数 决定 之 后 ， 
这 个 整 和 矩阵 是 可 计算 的 。 兰 A, 型 的 代数 ， 取 4 一 储量 小 ， 试 完成 
过 种 计算 。 
附 sz 
定理 26.4 可 在 Kostant [2] 中 找到 ; 在 此 我 们 是 将 Steinberg (2) 
的 发明 重新 改写 。 至 於 相 关 的 材料 ， 警 如 襄 由 一 「 术 本 形式 的 上 EONCERUR 
的 可 参考 Chevalley [4]，Borel [2]。 避 题 2 是 取 自 Burgoyne (1). 


2. 容许 格子 


记号 如 二 十 六 季 中 所 用 的 。 利 用 Kostant 的 定理 ， 我 们 将 在 一 个 
任意 的 有 限 灯 工 模 的 造 一 容许 格子 而 且 描 流 它 在 中 的 稳定 化 子 。 取 
质数 模 就 得 到 做 於 任意 质 特 征 数 硒 上 的 糠 性 娠 及 糠 性 李 代数 ， 肖 就 扒 
ETTA pH Chevalley Zi Chevalley 代数 的 造 法 。 


27.1. 容许 格子 的 存在 性 

由 Kostant 的 定理 〈 或 在 它 之 前 的 殉 个 引 理 ) 可 得 一 精 果 那 就 是 
如 果 . N*— 1L Las N-=. LL, 则 每 一 个 #(N >, ZH), HCN) 都 
有 一 [Z 形 」 其 基底 是 由 fa hs. ec 分 别 组 成 的 。 我 们 称 过 些 子 环 是 
UTU, Ur, MA YSK 等 认 vu ULHI 

再 提 一 个 预备 知识 : -我 们 已 定义 在 一 个 体 於 了 上 的 有 限 条 向 量 
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窄 闻 站 中 的 一 个 格子 好 是 了 Ha RFE 基底 的 整 傈 数 糠 性 组 
AWA AR charF— 0， 所 以 的 一 全 有 限 生 成 子 忆 模 是 自动 地 
成 需 一 个 有 限 秩 的 自由 马 模 。 所 以 对 站 中 的 一 个 格子 我 们 可 以 给 以 另 
一 个 刻 割 ， 那 就 是 把 它 看 成 是 在 中 会 生成 全 部 的 中 的 一 个 有 限 生 成 
TA (MRF) TWLBJtZ#R<dimyV, 

51 ¿dem 而 SCZ! 篇 一 不 包含 d 的 有 限 集合 。 则 存在 一 
个 体 於 下 上 的 多 项 式 STren TO 使 得 f(ZDC2,/(dy= 1, W 
H. f(3)— 0, 

证 明 sed —(d,-.d). HURkeZr, É fT, s TO 


t (Tat FC Tenue d 所 以 fCZ 人 ) CZ (参考 引 理 


26.1), fi《d) 二 1, ÆT h, EB dos, A 2k RERNA 
子 。 则 f. 在 此 盒子 上 所 取 的 丽 数 值 除 了 4d 以 外 都 是 0 。 所 以 只 取 足 
够 大 的 有 使 得 过 盒子 能 包含 有 限 集 3 小 且 取 f=/, 就 可 以 了 。 

Xs 今 了 是 一 有 限 灯 工 模 。 则 : (a) 在 六 中， 任何 在 %z 的 
作用 下 保持 不 释 的 任何 子 恒 是 等 於 它 旺 V 的 各 个 权 空 间 的 交集 的 站 
和 。 

(b) 浆 包含 一 个 在 Z; 的 作用 下 保持 不 构 的 格子 。 

EB (a) AME V 的 一 个 子 春 其 在 Zz 的 作用 下 保持 不 变 。 
对 六 的 每 一 权 p, E dO QD s pCh1))SZ! 固定 了 的 任 一 
权 2 。 由 前 一 引 理 得 一 个 体 於 卫 上 的 多 项 式 f 使 得 fOLOC, fa 
(0)=1, f(d(g)) 0, LEETU) Eu = fh, ns hi), HE 
y 26.1 u EX7. WA u 在 VV 上 的 作用 正如 投影 VY 一 >V: 一 榜 。 
特别 ， 如 果 2 EM, E V 分 量 & 2 也 落 在 对 中 。 

(b) 由 Wey1 的 完全 可 物性 定理 ,我们 可 以 假定 V 二 VG) Ge A+) 
EV EEK A +EV 篇 一 极 大 向 量 ( 其 权 篇 2?) ， 牙 且 轩 M= 
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Zt, WARE zt 的 2 基底 (6) 中 除了 1 以 外 的 所 有 元 素 
都 将 + REO, MARME sutor th, IAR (pE vt 上 


的 作用 正如 乘 上 一 整数 
AG) GO) Eni D BI ACh D— b; +1) 


一 样 ， 所 以 我 们 也 有 g .Of+ 二 20+。 HER, Zgz-ur—z Ka 
44 v M, =M, MAME Wz 的 作用 下 保持 不 变 。 壹 论 
性 也 履 明 了 MD V =Z, 我 们 知道 除了 有 限 个 f, 之 外， HRR 
都 把 多 泛 至 0， 所 以 形 是 有 限 生成 的 。 不 仅 如 此 ， 因 垮 Cz ”包含 
UN) 的 一 个 下 基底， 同时 CN t=V, BIELM EF 上 会 衍 
生 整 个 VV。 

现在 膛 须 履 明 一 件 事 ， 那 就 是 M 的 Z 秩 不 会 超过 dimzV。 假 
定 不 然 ， 菲 且 在 站 中 储量 取 最 少 的 向 量 使 得 他 们 邹 是 自由 地 休 於 2 上 
而 又 镶 性 相依 地 体 於 了 F. IPB vu 7s s 0,€M, BTE 


X au 0,01EF。 对 从 菜 一 4E2z AG, wen, BEIRN Va 


分 : 否则 V1 DEEV A-AA KOFE, (GESRY HEDERA 
他 方面 ， 每 一 个 unix) 的 Vi 成 分 都 落 在 MM 中 (由 (a)) ， 
因此 是 ot 的 一 侦 整 数 倍 ， 就 襄 它 是 mot (WA MOYi-Zt 之 
WO . HiblXas— 0832 Ya u-v)— 0, Pr Yams= 0 (但 
+0). Bp, 0 =m( $ av:)-( $ am;) v= $ amw maj, 
向 量 mv mv OLi<r) SeMdsn BE A hief Z ETN B. 
Rd EE 4eBHhh tpi F E 3EBLIQUEUNEBURO, KTM R V 中 的 
一 个 格子 而 且 在 Vz WERTE, 

ARELA VV 中 的 一 个 格子 如 果 在 Va NER T IRECRIERI 
BRAR. ERK (b) 部 分 主张 过 种 格子 的 存在 性 ; 事实 上 ， 话 明 
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iB 16 T URP. 《如 果 站 是 钙 欧 的 ， 则 包含 一 已 知 最 大 疝 量 
的 最 小 格子 就 是 我 们 所 要 投 的 。) Ga) HOHER. 1L (MAV). 
当然 ， 当 了 是 也 本 身上 《部 取 正 则 表现 ) , BEE Chevaley 基底 
的 名 衍生 集 就 是 一 个 容许 格子 《25. 5) 


7.2. . 容许 格子 的 稳定 化 子 


令 V 是 一 有 限 稚 工 模 。 角 免 於 无 聊 我 们 假定 V EARD GI 
说， 我 们 抛 案 那 些 在 了 7 上 有 和 人 无 聊 作用 的 工 的 单 理 想 ) 。 那 感 容易 看 思 
TU) 的 衍生 集 ， 称 篇 AV) 是 落 在 人 与 根 格子 A, Z ( 
mum 21.5), 

利用 定理 27.1, EV hš — E RERETM, XR A Ly PEEL 
rhi08SsE ET, Hy HOLy GEDCFIAPIESEBI Ly RAV ERT 
与 M 的 选取 和 无 天 ， 所 以 记号 是 不 会 显得 含糊 不 请) 。 显 然 ， ZCZD)C 
Ly 而 且 Ly 在 括 弧 运 算 下 是 封 阴 的。 由 定理 27. 1 的 (a) 部 分 我 们 知 
道 h 及 保持 M 不 变 的 意思 是 说 对 所 有 的 ETV) RAV), 
(eZ, SESIECT S E. ADADA, BIB HODCHy 
CH, Xm H,=(heH| h )eZ VEA W B KDH AL 
(= 名 (as 四) ARH Z NER) H, Hy 是 瓦 中 的 一 个 格子 。 我 
们 的 目标 是 证 明 Ly 需 志 中 的 一 个 容许 格子 。 以 下 的 引 理 是 第 一 步 工 
作 。“〈 它 可 以 写成 是 关於 千 合 代数 的 一 个 事实 ， 但 我 们 只 需要 它 的 一 
个 特例 ) 

BIB ”如果 w EZCL), ze L, WE mA). 


< ; Ed 
CU" qi $ CD E ea 
E n=l 1 BERM 4dX(W) 二 XU 一 WX， 而 依 定义 各自 
然 是 成 立 的 。 现 在 义 % FARNE. 
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(adx)” 
n! 


(u) zx 1 gni z: ) 


2 OD gD a 


-(E c Dr ^(n— e DT "p 4 a) 
qnoi T). 


-名 Dr c 1—2)! iln 
在 改变 指标 i 一 í 一 kan 第 一 个 和 这 成 


qi 


-ACU' a-5r* pw 
对 於 0 <i n, TUB 项 跟 第 一 个 和 的 第 i 项 组 合 起 来 就 得 : 


atus l + dl 
Dieu Dt nH D u 


BRERIKHRER E- —À 。 第 0 项 跟 第 n SR u iR 


(n—i)li! 
C Dr, ERR. 
命题 Ly 是 在 L 模 中 工 的 一 个 容许 格子 。 不 仅 如 此 ， L= H, 
+L Zra 所 以 Ly RRV (R AV) 有 天， 但 与 以 的 取 法 无 天。 


证 明 ”我 们 知道 L(Z)=H(Z5>+ 1Zz,CL,, MEMA HyC 
Ly, WHH, MIERE Zr 在 所 有 的 《edzxa)”/m! 作用 下 保持 
TE (BHE 多 2 的 作用 下 也 保持 不 釉 。) 渤 使 得 我 们 能 够 把 Ly 写 
REBRHR L, 的 交集 的 和 GEW 27.1 的 (a) 部 分 ) ， 所 以 Ly— 
Hy 十 上 (Ly 站 Ln)， 而 且 ZxaCLy 由 Ln。 一旦 我 们 能 广 明 最 后 的 包 
PARARE — M oc KR ORC E SE BER P RU n RE S 

HEIER 6: L.—9H ERR zo ax) Ma 的 倍数 )。 
f$ dimL,—1 而 且 [ZX_aLa] 取 0， 所 以 此 映射 $ 是 一 单 射 。 如 果 
将 多 限制 在 Zrmn Ze 上 则 其 像 是 落 在 Hy rh CARS Ly 在 括 弧 运算 
下 是 封闭 的 而 互 r= 了 Zr 站 瑟 )。 所 以 过 个 像 是 无 限 循 环 的 ， 豆 y EH 
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中 的 一 个 格子 〈 秩 需 ! 而 且 是 自由 交换 的 》。 Sr. Ore 29) RRR 
PEF Ly L, I] BAUR: mem Ly La 当然 必须 是 生成 元 的 束 
数 倍 。 wa CE (er ( 因 角 L, 在 Z; 的 作用 下 


REKE), 因而 一 (cd-2) (&s)- Aer, (EB Ly EEI 


n 


运算 下 是 封 阴 的 ) , RBS -ZE (n1. uu 
得 Ly Le Za 如 所 求 。 

我 们 挫 一 例子 。 考虑 工 一 s1(2,F) 3EED (z, y, 有 BERA 
底 。 对 从 工 的 一 般 二 闪 表 现 ， V-F, 基底 {(1,0), (0, 1)} 显然 生 
成 一 容许 格子 ， 而 且 Ly 二 Zh 十 Zz 十 Zy( 二 LCZ))。 他 方面 ， 取 LCZ) 
£ L 中 的 一 个 容许 格子 CHR 3 KRB ad), RARE Zr 一 2 
OA Sms Pia 4， 的 两 个 可 能 的 权 格 子 
A,A, G2884), 


27.3. 容许 格子 的 种 类 


今 了 =T(CD QEA) BE LE, 94 V 中 的 容许 格子 的 油 
择 有 多 少 可 能 呢 ? 由 定理 27. 1(a) 得 知 过 样 的 一 个 格子 M 必须 包含 
一 个 极 大 向 量 个 ， 因 此 必须 包含 在 定理 27.100) 的 玉 明 中 所 用 的 容 
HRT Z u= Z, INP 时 《〈 依 一 纯 量 倍数 ) 是 由 下 唯一 
决定 的 。 所 以 在 整个 讨论 中 我 们 可 以 国定 v* SERIA Mus 表示 过 个 
极 小 的 容许 格子 zot 现在 我 们 如 能 知道 哪些 容许 格子 会 在 Zt 
中 跟 下 相交 就 感到 满意 了 。 | 

HE- FEM GRAP) 模 的 概念 : V* 是 站 的 对 偶 向 量 空间 ， 
而 工 在 V* 上 的 作用 定义 需 (z-/)G0)=—f(z-w) (z€ L, wEV, 
fecV*), in X E V* 的 一 个 工 不 释 子 空间 ， 则 在 V 中 相应 的 子 
空间 X? 也 是 LPE, MAV EEDI REL, RERE 
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它 的 最 高 权 HE 216): Q o 全 把 人 次 至 一 人 《因此 把 pt G> 
o), MESU ET 篇 一 非 夫 向 量 其 权 坑 cx, MA w 是 一 「 极 小 向 
量 ] ， 它 被 所 有 的 x38: 0. XA, dimV,=dimV,= 1， 所 以 
实质 上 ， 妈 是 唯一 的 。 在 了 中 ， 半 於 由 丸 及 其 他 权 向 量 组 成 的 一 组 基 
底 ， 取 f+ 是 对 偶 於 妈 的 粽 性 画 数 。 则 f+ 是 V* 的 一 个 极 大 向 量 ， 
AS on, ME V*=<VC— 2, 
”现在 今 M 需 了 中 的 容许 格子 。 定 义 M*={f EV*|f(M) cD) 如 
RME V 的 某 一 组 基底 的 也 衍生 集 ， 则 M* 显然 是 对 侦 基 底 的 衍生 
集 。 特 别 ，M* 是 一 个 格子 。 m s EM, f c M* iii 
CGco" /m V) f) (0) 8 + f Cz,"/m1)-6)€Z, LV ri igi ER 
Bo eL SRM, CM, 会 引出 一 个 反 包含 天 保 MDM” 也 是 明显 的 。 
”现在 假定 vt (因而 Mas) 是 固定 的 。 则 有 一 个 自然 的 方式 来 
SUR Van Mas 的 一 个 极 小 向 量 。 现在 注意 一 下 ， 在 定理 21.2 的 
EBRA SE C5) 所 建构 的 Weyl 弹射 是 V 的 变换 ， 他 们 是 Z, 的 
元 素 ; 特别 ， 把 Zot 9k E Mau V, 。 我 们 可 以 定义 即 是 好 的 
像 ， 而 且 接着 取 freV ," 如 上 GRR Mya 的 一 组 基底 的 对 偶 基 
底 的 一 部 分 》。 由 此 序 得 M," NVa =f | | 
. BUEAMBAV debris T WE R EE, BR V 的 交集 恰好 
是 Lot, WIEBURHARENPT M PR Voa 的 交 idea Zw, 因此 也 得 
Ap M* WR Vot 的 交集 恰好 是 Zf+。 所 以 当 MEV 中 所 指定 的 
型 式 的 容许 格子 中 爸 动 上 时，M*+ 在 V* ostii rom A 
RGB. SEN] M* 有 上 界 也 同时 有 下 界 ， 所 以 对 M 
来 中 也 是 一 样 的 。( 对 於 ad 来 说 ， 我 们 已 用 另 一 方式 证 明了 尘 一 件 
事 ， 那 就 是 只 考虑 的 对 偶 格 子 而 已 。) 

命题 2V=VQD), 48 A+, MES vt 是 其 极 大 向 量 。 

(a) -每 一 容许 格子 如 与 V, dE Zot 中 相交 则 必 包含 Maus 
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v, 
(b) 每 一 容许 格子 如 与 V. 在 Zot 中 相交 则 必 包 含 在 Mma: rh, 
BERRI V* r&y OM, 的 一 个 适当 的 容许 格子 。 


27.4. FERLAN 


4 F, 是 特 徽 数 旋 的 质 体 ，K 是 F, RER 4V B—fB 
Li; 於是 六 的 权 衍 生 一 个 格子 ， 它 在 A， RA 之 问 ， 我 们 已 必需 
AV). EV 中 选取 一 个 容许 格子 M, EE L 中 的 称 定 化 子 L= 
Hy+ Y Zr, Hy=íh€ H| WEZ vae A(V2)(27. 25, 

4 V(K)=M @sK, Ly(K) = LyQzK > B® Ly 跟 EndM 
的 一 个 于 剧 是 同 构 GB EJESSOEE FE PEB00) ， LQK) 可 以 跟 
g1(V(K))(=EndV(K)) 的 一 个 子 李 代数 训 同 。 PEME, E 
ME LCZ) 一 >Ly 引出 一 个 李 代数 同 能 L(K) 一 >Ly(K) ， 它 在 
LKz, 上 是 一 单 射 但 在 HOK = H(K) 中 可 以 有 非 之 的 核 。 
角 了 逐 解 这 是 如 何 发 生 的 ， 我 们 回忆 (27. 2) 中 的 si F) 的 计 
论 。 如 果 p 二 2 RE 六 二 工 《 正 则 表现 ) F, h@1 ELEA 
至 ($81)= 0 ELK). mini, Xt LO FURRE Ly 
(K》 的 乘积 是 相 暴 的 辟 如 ， 在 前 者 中 ， [hx] 二 2z 二 0， 然 而 在 后 
者 中 ， D 0, 他 方面 ， 当 028. LOO—OLy(OO 是 
一 辐 构 〈 对 於 任 一 权 格 子 的 愤 择 AVA 或 A, 都 是 一 样 ) Z 
题 5。 

前 面 的 时 论 菠 明了 得 一 信 实 工 模 V 在 经 由 同 能 LOK) —oL,(K) 
引出 一 个 LCK) Bt VCK)， 它 有 时 是 非 信 实 的 ( 当 LE) 有 一 理想 
时 ， 它 一 定 是 中 心 的 ， 因 此 包含 在 HEK) 中 ) 。 必 须 强调 的 一 件 事 
是 ，《 在 不 考 虞 如 号 下 ) ， 过 些 都 是 决定 於 V 中 的 容许 格子 M IR 
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JZ, 

在 此 有 什么 是 跟 〈25. 5) 中 所 建构 的 Chevalley Z GK) 有 上 类 

t i 

DZER? ERES Me RUIT. (ÉE, Jn ó ENERE 
的 作用 下 保持 不 变 ，V(K》 在 所 关 认 的 自 同 能 的 作用 下 保持 不 变 。 我 
IHRE [S BI FIRES ar (其 中 Zoo= 1) BER, H< D, Sarh 
作用 就 像 *zz DD 的 作用 一 树 ， 然 而 对 於 + 之 户 ， 浊 如 号 就 没有 任何 
意 头 了 。 在 任何 情形 下 ， 对 从 足够 大 的 t, 2. 0， 所 以 我 们 可 以 如 
bs(D)= È ze E End(V RO). UE E, 6:0) 0921946898 
1 ， 所 以 它 是 属於 SLCVCK))。 在 更 一 般 的 情形 下 ， RIEBER 
VOO 的 自 同 构 bo(c) 篇 $79 小 且 取 人 的 行列 起 值 需 ce 
K。 由 0,(c)Xa€O, CEK) matematika q Gy(K88—IBA(V) 
型 的 Chevalley 3, WR 人 (CV) 二 A,， RESEM, E: 人 CV)= 
人 A， 就 称 坑 记性 。 如 前 ，Gr(K) 事实 上 是 眼 术 的 园 法 相关 。 


27.5. 总 关 结果 的 欣 览 


事 副 所 描 壕 的 建构 引出 很 多 问题 来 ， 而 这些 关 题 还 未 全 部 解决 。 
篇 了 读 读 者 概 上 略 地 知道 那些 是 已 知 的 ， 我 们 现在 列 下 一 些 辣 果 《 不 芥 
TEBI) : , 

(1) ERRET., G (K) E LE 只 跟 权 格子 有 关 ， 但 跟 V 
本 身 或 M W3SPE IEP RA. “然而 MM ERNI G (K, LyOK) 在 
VE) 上 的 作用 有 影响 。) 如 AV)DAW), BÜUEXEBZARINNR Gy 
(K)>—Gy(K), Ly(K)—Ly(K), 特别 ， 泛 性 起 的 Chevalley # 
CAC-—A) TEZE] ; 其 他 的 Chevhalley Z, AR, BEENA 
的 反 被 其 他 的 Chevalley HAMRE. 


第 七 章 Chevalley RARE 2M1 

(2) & V=VA), 2EAt,M=Mmin o B VCK) 是 Gy(K) 
的 一 个 循环 模 ， 它 是 由 一 个 向 量 9l, v EMAV» ÆR EE 
V(K) 有 一 唯一 的 家 大 GyOK) 模 ， 因 此 有 一 个 唯一 的 斌 绝 同 态 像 
(B TRER] 2? ) 。 他 方面 ， 如 果 用 二 Mwmin， 则 VE) 有 一 唯一 
WEKT CEB TRER] 7 的 。 

(3) € 4€ A+ 满足 OX) p ALILI), p =charK, WE 
C2) 中 的 主张 对 WE) (或 LCK)) 也 成 立 车 果 所 得 的 D! [HE 
狗 模 是 不 等 价 的 而 且 列 画 弃 移 [限制 」 的 LCK) HRES) o 

(4) VE) 的 合成 因子 ， 如 看 成 是 Gy(K) R L(K) 的 模 ， 是 
BUSES T ROSEUE RH. 


E HB 


l. RM EV rhB— Baris, RBSISV AAE a, MA 
V, 是 V, 中 的 一 个 格子 。 

2， 武 妖 在 志 中 的 每 一 容许 格子 如 包含 LCZ) 而 且 在 括 弧 运算 下 
是 封 阴 的 话 则 必 是 Ly 形式 。 [就 模仿 命题 2.2885 2X4 
题 21.5, J 

3. WRM. Né V , W 中 的 一 个 容 靖 格子 ， 旭 MBN 念 TQ@ 
玉 中 的 一 个 容许 格子 (参考 引 理 26. 3A) 。 武 利用 各 一 事实 以 及 了 * 
@V 跟 EndV ZR) (6,1), 8j Ly 在 所 有 的 《adxa)”*/m! 
WJ Fe SPS (RARE 27.2) , 

TEDURÉVEEEUR, L—sIQ,PF), ifi EJXESEIURS ER. 

4. 4V =V, 24€ AT, MERE 42 是 奇数 时 Ly—LO), -然而 
当 1 是 偶数 时 Ly=ZÍ L )+2z+23, 

5. AX charK— 2 ， 试 证 对 任何 V,LOR)—9L,CK) 是 一 个 
B RBS, 
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6 &V-V(4€A*, EE A(V)=A 时 Gr(K)s9S7 
(2, K), TE AQO- A, B G(K)=PSLO, K), | 
x 7. HUE 0 二 2 二 charK，V = VQ) , RE VE) EF 
L(K) Hi, u 

8. MEEA, SV VO, S V 中 的 一 个 容许 格子 ， 固 定 
一 组 多 基底 (6,, ……,eD)， 它 是 由 属 礁 权 2 一 21 的 权 向 量 e, 所 组 成 
(参考 定理 27. 1(a)) 。 《由 长 权 空间 是 一 厅 之 故 ， 所 以 在 次 定 纯 量 
倍数 下 ，e; 是 唯一 决定 的 。) 4 x-6;—c6;6; (05D. yei 一 dieiti 
(di 一 D。 哉 五 (在 取 定 符号 下 ) 两 整数 列 〈co s 00. BR Gas s 
d) 是 可 事 同 的 ， 而 在 〈 在 决定 符号 下 ) 集合 (css 00 B (1,2, 
ee ,1) EB RE, REE c. d, 上 所 置 的 休 件 就 已 足够 在 了 
中 定义 一 个 容许 格子 。 


着 一 节 中 的 大 部 分 材料 是 取 自 Steinberg (2) ， 也 可 参考 Borel [23 ° 
至 於 最 近 的 工作 可 参考 .Bteinberg [1], Burgoyne, Williamson [1] Hum- 
phreys (1), (25, Wong (13, 


子 代数 

李 代数 的 子 代数 
下 中 心 链 
Eos 
FEARN 
KAR 

PET 
DET 

dub 

李 代数 的 中 心 


泛 包 烙 代 数 的 中 心 ， 


中 心 化 子 


general linear algebra 


general linear group 


Octanion algebra 


subalgebra 
subalgebra of Lie algebra 


lower central series 


upper trianglar matrices 

Inner automorphisn 

Inner derivation 

partition function 

center 

center center of Lie algebra 

centér of universal enveloping 
algebra 


centralizer 


( 2433 


CORO 


157 


10 


193 
11 
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不 多 多 项 式 阔 数 invariant polynomial function 190 
五 * 

ER positive root 71 
正 交 代数 orthogonal algebra 4 
EZER orthogonal matrices 16 
正则 regular 72 
正则 个 单 regular semisimple 121 
正则 表现 adjoint representation 7 
正则 Chevalley # adjoint Chevalley group 221 
正规 化 子 normalizer 11 
可 解 李 代数 solvable Lie algebra 17 
PH E [E] RB semisimple endomorphism 26 
PRERE semisimple Lie algebra 18 
PRHE “semisimple. part 27 
代数 algebra 7 
生成 《衍生 ) 元 与 天 你 generators and relations 143 
古典 李 代 数 classical Lie algebra 3 
外 亲子 outer derivation 6 
六 * 

交换 〈 换 位 ) + commutator 1 
交换 李 代 数 abelian Lie algebra 7 
自由 李 代 数 free Lie algebra 142 
Bi automorphism 15 


自身 正规 化 子 代数 selfnormalizing subalgebra 11 


同 构 
LEE 

AERIS 

根系 同 构 
同 能 

Eš HJ RR 

李 代 数 同 态 
(558 1 空间 
次 
多 项 式 画 数 


t # 


李 代 数 
李 代 数 A, 
李 代数 B, 
李 代 数 C, 
李 代 数 D, 
李 代 数 G, 
李 代 数 F, 


SINK Eo E, Pa 


完全 可 独 檬 
PARRE 
REEF 


A E 


E Casimir TR CAF) 


Ed 引 245 
isomorphism 2 
isomorphism of L-modules 
isomorphism of Lie algebras 2 
isomorphism of root systems 65 
homomorphism 
homomorphism of modules 39 
homomorphism of Lie algebras 12 
affine n-space 200 
degree 209 
polynomail function 190, 200 
Lie algebra 1 
Lie algebra A, 3 
Lie algebra B, 4 
Lie algebra C, 3 
Lie algebra D, 5 
Lie algebra G, 67, 86, 88 
Lie algebra. F, 86 
Lie algebras E, E , E, 86 
completely reducible module 39 
formal character 187 
local nilpotent 149 
universal Casimir element 177 


246 
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y Chevalley # 
记 包 和 络 代 数 
AH 
TD CcmD WE 
制 轿 (支配 ) 整 入 性 画 数 
XE 
长 根 
JE (E EETRTETE Ñ 
JER GERO 根系 
将 和 

李 代数 的 直 和 
例外 李 代 数 
ES 
抛物 子 代数 


^ È 


gc gt 

逆 根 系 

EERI CRTR) HR 
ERIR R 

BEWE 

SN Em 
信和 实 表 现 

AR 

隆 中 心 链 


universal Chevalley group 240 
universal enveloping algebra 136 
singular 72 
dominant weight 100 
dominant integral linear funotion 169 
length 77 
long root 80 
nondegenerate bilinear form 33 
nonreduced root system 98 
direct sum 35 
direct sum of Lie algebras 35 
exceptional Lie algebra 153 
representation 12 
parabolic snbalgebra 131 
contragraadient module 40 
inverse. root syotem 65 
irredueible module 39 
irreducible root system 78 
irreducible set 200 
bracket operation 1 
faithful reprensentation 41 
negative root 71 
descending central series 19 


根 空间 分 解 

根系 基 

RARR 

根 

李 代 数 的 根基 
Bii TE ATH AE 
根 链 

格子 

RET 

权 格 子 


李 代 数 的 秩 

根系 的 秩 
TELS 
特殊 狠 性 代数 
FERIRE R 
Bir Ab pg 


+ — # 


root 
root system 


root lattice 


root space desomposation 


base of root system 
closed set of roots 
radical 


radical of Lie algebra 


radical of bilinear form 


root sinng 


root lattice 

weight lattice 

height 

linked weights 

rank 

rank of Lie algebra 

rank of root system 

Character 

speclal linear algebra 
special linear group 


scalar matrices 
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94,232 
100 

100 

71 

194 
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RB ORO 称 张 量 
张 量 代数 
商 李 代数 

基础 域 

ES r4 

L3 TEC E 权 
EE Weyl = 
AE G H 
pü ad EE 

+ — # 
IE 

结合 代数 

m 

单 李 代数 

BE 

缩减 〈 简 化 ) 的 
稿 减 〈 简 化 ) 李 代数 
Bj 

DESEN 

最 高 权 

eR IRE 

+ = # 


EXEC 


skew symmetric tensor 176 
tensor algebra 134 
ideal 9 
quotient Lie algebra ll 
fundamental domain 77 
fumdamenal group 100 
fundamental dominant weight 100 
fundamentall Weyl chamber 74 
strong dominant weight 100 
strońg ad-nilpotent 122 
structural contants 
associative algebra 2 
short root 80 
- simple Lie algebra 10 
simple root 71 
reduced 77 
reductive Lie algebra 46, 153 
trace 3 
trace polynomial 192 
highest weight 49, 104, 162 
monomorphism 12 
epimorphism 12 


= 

极 大 向 量 
极 小 权 

极 大 环 面子 代数 


Tom 


对 角 自 同 构 
3 8 3 BB 
SRR 

对 偶 根系 
HERE 
HERE 
XB EE 
图 自 同 构 
图 示 自 同 构 
ORE 

[is 


+ = É$ 


标准 Borel 子 代数 


标准 循环 模 
标准 抛物 子 代 数 


标准 生成 〈 衍 生 ) S 


+ = # 
TUR 


group ring 
maximal vector 
minimal weight 


maximal toral subalgehra 


diagonal automorphism 
diagonal matrice 

dual module 

dual root system 

symmetric algebra 

symmetric tensor 
homogeneous symmetric tensor 
graph automorphism 

diagram automorphism 
induced module 


flag 


standard Borel subalgebra 
standard cyclic module 
standard parabolic subalgebra 


standard set of gemerators 


convolution 


97, 130 
97 

165 

21 


126 
162 
131 
111 


203 
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2T 

半 代 数 
半 来 链 
ec FE ERR 
线性 李 代数 
T4 B IRL ER 
die AINE 
TW 
ATARE 
+ + É 
BIRA 
TOM 
TEE 
thE 


PUN 
镜 射 超 平面 


= + # 
Ku i= fS 
二 十 一 者 


权 
权 格 


derivation 

derived algebra 

derived series 

integral linear function 
linear Lie algebra 
nilpotent endomorphism 
nilpotent Lie algebra 
nilpotent part 


toral subalgebra 


symplectic algebra 


support 


reflection 


reflecting hyperplane 


strictly upper triangular matrices 


weight 


weight lattice 


203 


63 
63 


5 


48, 99, 161 


100 


权 空 间 
权重 复数 
权 蚀 和 集 


其 他 


38 P t a 88 

过 /的 w 链 

ad me 

ad ^R ER 

Cartan 4j ff 
Cartan 整数 
Cartan #HEE 
Cartan 子 代 数 
Cartan Fj% Bi) 
Casimir 75:36 (AT) 
Cayley 代数 
Chevalley 代数 
Chevalley 基底 
Chevalley Æ% ' 
Chevalley 定理 
Clebsch-Gordan 公式 
Coxeter 图 
Dynkin [Er 
Engel 子 代数 
Engel 定理 
Freudenthal 公式 


| 


weight space 
multiplicity of weight 


saturated set of welght 


a-string throngh 8 
a-string throug through gx 
ad-nilpotent 
ad-sernisimple 

Cartan decomposition 
Cartan integer 

Cartan matrix 

Cartan subalgebra (CSA) 
Carta's criterion 

Casimir elément 

Cayley algebra 
Chevalléy algebra 
Chevalley basis 
Chevaljey group 
Chevalley's theorem 
Clebsch-Gordan formula 
Coxeter graph 

Dynkin cliagran 

Engel subalgebra 

Engel's theorem 


Freudenthal's formula 


5| 251 
48, 161 
177 

104 


59 
172 
14 

26 

53 
59, 82 
82 
119 

' 30 
42, 17T 
157 
221 
217 
222 
192 
189 
84 

84 
118 
14 
184 
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Harish-Chandra 定理 

Jacobi 恒等式 

Jordan-Chevalley 分 解 

Killing JE X; 

Kostant Eq 

Kostant 公式 

Kostant 定理 

Lie 定理 

PBW 基底 

Poincare-Birkhoff -Witt 
定理 

Schur 引 理 

Serre 定理 

Steinberg 公式 

Weyl = 

Weyl 西数 

Weyl X 

Weyl 公式 


Weyl 定理 《完全 可 物性 》 


Zariski 和 位相 


Harish-Chandra's theorem 
Jacobi identity 
Jordan-Chevalley decomposition 
Killing form 

Kostant function 

Kostant's formula 

Kostant's Theorem 

Lie's 定理 

PBW basis 

Poincare-Birkhoff -Witt theorem 


Schur's lemma 

Serre's theorem 

Steinberg's formula 

Weyl chamber 

Weyl function 

Weyl group 

Weyl's formulas 

Weyl's theorem (completely 
reducility) 

Zariski topology 


43 
200 


[xy] 1 > 71 
A, 3 o 71 
C, 3 Q^ 71 
gl(n, F) 2 AG 12 
gI) 3 eO) 73 
End V 2 eA) 73 
GL(V) 2 ò 75, 104 
si) 3 IG) 77 
si(n, F) 3 n (o) 77 
Tr 3  sn(o) 80,205 
SL(V) 3 F, 86, 96 
B, 4 E,E,E, 86, 96 
D, 5 r 97 
Sb(T) 4 4 99, 169 
sp(n, F) 4 A, 100 
o(V) 4 + 100, 169 
o(n, F) 4 à, 100 
tn, E) 5 ICL) 116, 130 
nln, F) 5 L.(adz) 117 
o (n, F) 5 CSA 119 
Der. 6 sN) 122 
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Z(L) 
N,CK) 
C;CX) 
IniL 
Lo 

L 
RadL 
K(x, y) 


Co 


10 
11 
11 
14 
17 
19 
18 
33 
42 
53, 63 
56 
56 
58 
60, 63 
63 
63 
63 
64 
65 
65 
67 
71 
71 
187 
188 
188 
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125 
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133 
134 
135 
135 
135 
137 
157 
158 
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165 
166 
166 
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169 
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177 
177 
178 
187 
205 
206 
209 


190 
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191 
193 
194 
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201 
203 
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204 
204 
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215 
220 
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222 
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235 
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